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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 
комиании Соо§1е в рамках проекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прогало достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских прав на эту книгу истек, и она перешла в свободный 
доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские права или срок действия авторских прав 
истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осугцествляется по-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 
это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а такж:е к знаниям, которые часто трудно найти. 

В этом файле сохранятся все пометки, примечания п другие записи, сугцествуюгцие в оригинальном издании, как напоминание 
о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1е гордится тем, что сотрудничает с библиотеками, чтобы перевести книги, перешедшие в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, иринадлеж:ат обгцеству, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы предприняли некоторые действия, иредотврагцающие коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 

Мы такясе просим Вас о следуюгцем. 

• Не используйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех пользователей, поэтому используйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Не отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматические запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем машинного 
перевода, оптического распознавания символов пли других областей, где доступ к большому количеству текста моясет 
оказаться полезным, свяясптесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каясдом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он позволяет пользователям узнать об этом проекте и помогает им найти 
дополнительные материалы при помогцп программы Попек книг Ооо§1е. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы используйте, не забудьте проверить законность своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга перешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
использовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
поэтому нет единых правил, иозволяюгцих определить, моясно ли в определенном случае использовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее моясно использовать как угодно и где угодно. 
Наказание за нарушение авторских прав моясет быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Соо§1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Программа Поиск книг Соо§1е помогает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 



Полнотекстовый поиск по этой книге моясно выполнить на странице ]1"Ь"Ьр: //Ъоокз.§оо§1е.сот/ 
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Объ одной задач^^ етроительной механики. 



§ 1. Весьма обстоятельное изслФдованге Г. Н. Соловьева: 
„Къ вопросу о работе горизонтальныхъ связей въ жел'бзныхъ 
мостахъ'^ и разъяснен1е данное имъ критиковавшему его ме- 
тодъ инженеру Зотикову дало намъ пово;гь заняться одной задачей 
строительной механики, весьма простою по существу, но въ 
численныхъ прим^рахъ требующею довольно продолжительныхъ 
вычислен1Й. Пользуясь результатами и таблицею нашей статьи: 
„къ вопросу о сложномъ сопротивлен1и изгибу и сжат1ю" а 
также вновь вычисленными таблицами, удалось представить р^- 
шен1е ея въ такомъ вид'Ь, который требуетъ сравнительно очень 
мало вычислешй. Попутно пришлось распутаться въ вопросе о 
сопротивлеши изгибу и растяжен1ю, причемъ оказалось, что 
для вывода формулъ совершенно не надо отд'блять этого во- 
проса отъ ран:Ёе разобраннаго нами вопроса о сложномъ со- 
противлен1и изгибу и сжат1ю. 

Другое отступлен1е въ сторону мы д'блаемъ, напоминая въ н^- 
сколькихъ словахъ выводъ одной формулы аналитической геомет- 
Р1И. Вся статья благодаря этимъ отступлен1ямъ получаетъ доволь- 
но пестрый характеръ, за что и прошу великодушнаго снисхож- 
ден1я читателей. Вотъ краткш перечень отд'бльныхъ частей статьи: 

1) Выводъ формулы ^--у- — -^\т) • 

2) Результаты статьи о сложномъ сопротивленхи изгибу и 
сжат1ю. 

3) Н'бкоторыя сюйства гиперболическихъ функщй. 

4) Полная аналопя формулъ изгиба и растяжен1я съ фор- 
мулами изгиба и сжат1я и таблицы. 
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5) Растягвваше и сжиман1е стержней изгибаемыхъ соб- 
ственнымъ в^сомъ. 

6) Теоремы о момент* п стр'Ьлк'Ь прогиба при растяжеши 
или сжат1и и сложной поперечной нагрузке. 

Впосл'Ьдствхе вся теорхя сложнаго сопротивлешя изгибу и 
продольной сил** будетъ нами изложена въ систематическомъ 
вид-Ь, при чемъ будутъ приложены веб усил1я къ стройности 
изложен1я и единству въ обозначен1яхъ, на что теперь у автора 
не хватило времени, всл4дств1е весьма большой затраты его на 
вычисленхе таблицъ. Предполагаемая статья будетъ содержать и 
н'Ькоторые случаи зад'Ьланныхъ концевъ. ^ 

§ 2. Сущность разсматрнваемой нами задачи. 
Первый случай. Стержень, собственный в-Ьсъ коего = у 
на погонную единицу длины и моментъ инерц1и коего отно- 
сительно горизонтальной оси=е7, им'Ьетъ естественную длину 21. 
Этотъ стержень въ прямомъ вид4, т. е. не прогну вш1йся отъ 

собственнаго в^са, мы 
Черт I о укр'Ьпляемъ концами ме- 

^^^^^^^^^^^т жду точками Л и В. При 
рр этомъ предполагается, что 

'^ концы укреплены распо- 

ложенными по оси стер- 
жня шарнирами, не допускающими никакихъ другихъ движен1Й 
кром4 вращен1я. Конечно ненапряженное состоян1е нашего стер- 
жня будетъ продолжаться до тАхъ поръ, пока онъ будетъ под- 
пертъ по всей его длин*. Какъ только его освободятъ, онъ прог- 
нется отъ собственнаго в-Ьса и начнетъ стягивать т* точки Л 
и ^?, между которыми онъ закр-Ьпленъ. 

Пусть теперь точки Л е В^ первоначальное разстоянте 
между которыми было 2?, сближаются на 2А1. Каковъ будетъ 
результатъ такого укорочен1я пролета? Как1я получатся отъ этого 
деформащи и напряжешя въ нашемъ стержн*? 

Очевидно, что при постепенномъ сближен! и точекъ Л и В 
растягивающее усилхе въ стержн* будетъ постепенно умень- 
шаться, сделается равнымъ нулю и зат'Ьмъ перейдетъ въ ежи- 
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мающее усялхе и наша ц'Ьль — выразить это удобными фор- 
мулами. 

Вщорой случай. Онъ отличается отъ перваго т4мъ, что 
между т4ми же точками Ли В укрепляется стержень уже про- 
гнувш1Йся отъ собственнаго в^са. Первоначальная его длина 
должна быть немного больше 2/, такъ чтобы 2/ было хордой, 
стягивающей дугу изогнутой собственнымъ вАсомъ оси стержня. 
Укрепленный между точками ^. и Б, пролетъ между которыми 
также равенъ 2/, стержень будетъ испытывать только взгибъ 
отъ собственнаго в4са и не будетъ ни распирать, ни стягивать 
точекъ закр4плен1я ^. и ^9, до техъ поръ пока разстоянхе ме- 
жду ними остается равнымъ 21. МалФйшее сближенхе точекъ 
А и В будетъ сопровождаться появленхемъ въ стержн* сжи- 
мающаго усил1я, а удалеше — растягивающаго усил1я. 

§ 3. Выводъ Формулы ^-^ = I (у) • 

Ч[тобы ближайшее разсмотр4н1е этихъ задачъ не затем- 
нялось никакими вспомогательными выводами, мы проделаемъ 
посд4дн1е предварительно, а также 
напомнимъ заблаговременно и все не- 
обход и мыя сведен1я, сюда относя- 

Щ1ЯСЯ. 

Въ этомъ параграфе мы напом- 
нимъ известное выражен1е разности 
между дугою и хордою чрезъ стрелку. 
Такъ какъ большинство читателей по 
всей вероятности выводили эту фор- 
мулу изъ выражешя длины дуги па- 
раболы, то мы здесь въ несколькихъ 
словахъ напоминаемъ общ1й выводъ 
ея для какой угодно кривой, лишь 

бы только отношен1е стрелки къ длине дуги было достаточно 
мало. Детальное разсмотрен1е вопроса можно найти въ „Ра- 
цюнальной Механике" Сомова, Кинематика § 32, где дается 
разложеше по степенямъ дуги какъ хорды, такъ и трехъ ея 
проекщй на касательную, главную и вторую нормали. 



1ерт. 
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Пусть р есть радхусъ кривизны кривой въ точк* О и пусть 
кривизна кривой столь незначительна, что отношен1я ~ и - 
можно считать безконечно-малыми величинами. 

Уравнешя кривой мы можемъ написать въ вид'Ъ 



=4р).^^(?). ■ • ■ ■ ■<" 



> гд'6 за независимую переменную взята длина дуги $. Замечая, 
что при 5 = им4емъ также о; = у = О и что въ точк4 О 
касательная параллельна оси ох^ т. е. при 5 = 



соза = 



их 
Лз 



1 и 5г^а "ТГ" ~ ' 



можемъ написать разложен1я правыхъ частей 

въ ВИД'б 

X 8 



Р 
У 



Р 
= В 



к^г-^(?г 



^У-(^)' 



Р \Ру 

Изъ нихъ двфференцирован1емъ находить 



(I) 



(2) 






=.2т-.ь^^''' 



(3) 



1 ^_ 1^ 

р С?8 ~~ р 

1 ^ 

р (?5 " р \р/ р 

Для произвольной точки должно удовлетворяться соотношеше 
С08^ а -+- згп^ а = 1, 
т. е. при любомъ $ должны им'Ьть 



или 



|'-(:)-ч^)' 






н 



чр)" 



= 1.(4) 



Боэффищенты правой и л^вой частей тожества (4) должны 



быть равны между собою, откуда легко найдемъ, что 

6 = и ЗСН-2Б' = (5) 

Первое изъ уравнешй (2) даетъ поэтому 



■ш 



8 — X 

с[ — ] -+- члены высш. порядка малости. 



Д4ля на ~ , получимъ 



-'Ш* 



— X 

члены высш. порядка малости, 



5 \РУ 

ИЛИ, пользуясь (5), 

8 — X ^ / о \2 



^-(уГ 



члены 



8 

высш. порядка малости . (6) 

Второе изъ (2) даетъ 
У 




Б = 7~2 — С^( — ) -^- члены высш. порядка малости . . (7) 

\7/ 



Въ уравнен1и (7) лишь первый членъ правой части 



есть конечная величина, проч1я же безконечно малы. Отсюда 
Подставляя въ (6) получаемъ 

д /у» о / 1/ \ ^ 

= — I — I -ь члены высш. порядка малости . . (9) 

Въ лъвои части стоить отношенхе -у = -2в — разности 
дуги и хорды къ дуг* или относительное укороченге отъ 
прогиба. 

Зам'Ьтимъ зд'Ьсь, что въ правой части можно безразлично 
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написать вм']^сто у величину ^ , такъ какъ отъ такой зам^^ны пра- 
вая часть изм'бнится лишь на безконечно малыя высшаго по- 
рядка. 

Назовемъ относительное укорочен1е отъ прогиба стержня 
длиною 21 чрезъ ^, стрелку прогиба чрезъ е, тогда 



-ш 



(10) 



Этою формулою намъ и прядется пользоваться при р^шен1И 
задачи. 

§ 4. Результаты статьи о сложномъ сопрот1влен1и изпбу 
н сжатш. 

Для р'Ьшенхя нашей задачи во первыхъ припомнимъ ре- 
зультаты нашей статьи: „къ вопросу о сложномъ сопротивле- 
Н1И изгибу и сжат1ю^ и во вторыхъ представимъ р^^шеше во- 
проса о совокупномъ д4йств1и на брусъ изгибающихъ и растя- 
гивающей силъ въ столь же законченной и простой форм-Ь, 
какъ это сд'блано для случая изгиба и сжат1я. Въ этомъ отно- 
шен1и мы пришли къ небезъинтереснымъ обобщешямъ и потому 
не ограничились зд^сь непосредственно необходимымъ, но всЬ 
формулы упомянутой только что статьи обобщили на случай 
растяжен1я, составили также и таблицу значешй X и (л, им^ю- 
щихъ тоже значеше какъ и въ ел уча* сжат1я. 

Въ этомъ параграф* мы изложимъ вкратц* результаты 
статьи: „«г вопросу о сложном^ сопротивленги изгибу и снса- 
тт^ ^ такъ какъ безъ знакомства съ нею нельзя перейти къ 
случаю изгиба и растяжешя. 

Для сравнен1я деформащи бруса отъ совокупнаго д'Ьй- 
ств1я продольной сжимающей и поперечныхъ силъ съ дёфор- 
мац!ей того же бруса отъ одн*хъ только поперечныхъ силъ 
надо разсмотрАть два диффсренщальныя уравнен1Я изогнутой 
оси бруса: одного, относящагося къ общему случаю, когда про- 
дольная сила Р не = 0, другого — для случая Р = 0. 

Пусть брусъ ОАу заделанный вертикально въ точк4 О, 
подверженъ д4йств1ю продольной силы Р и поперечныхъ силъ, 
изгибающ1Й моментъ которыхъ въ точк* М есть Е^Р {х). 



Относительно Р (х) мы д'блаемъ сд'Ьдующхя вполн'Ь есте- 
ственный предаоложен1я: моментъ ЕЛ/" (х) сохраняетъ знакъ на 
всемъ протяжешн бруса отъ точки ж = 0, до точки х=1 и 
им'Ьетъ тахгтит въ точк^ о; = О, такъ что наибольшее его 
значеше есть ЕЛ^ (0). 

Вь прнсутств1и продольной силы пол- 
ный И8гибающ1й моментъ въ точк'6 М ра- 
венъ Р (е — у) -ь Е^Р (д;), а въ отсут- 
ств1и силы Р — просто ШР {х). Поэтому 
два у помяну тыхъ выше дифференщальныхъ 
уравнен1я суть: 



У" 



ГД* 



а' 



_Р 
Е^ ' 



(1) 



(2) 



у^^=Р{х) 

Эти уравнен1я мы и должны разсма- 
тривать параллельно. 

Пользуясь способомъ изм'6нен1я произ- 
вольныхъ постоянныхъ найдемъ общ1Й ин- 
тегралъ уравнен1я (1) въ вид* 

'(5) 




у=г{\ — совах)- 



'П 



згп а{х — 5) дЛ 



(3) 



Изъ выражен1я (3) сразу получается выраженте у въ отсут- 
СТВ1И продольной силы, т. е. интегралъ дифф^ренцтальнаго урав- 
нен1я (2). Въ самомъ д4л4, полагая въ выражен1и (3) а = 0, 
получимъ: X 

^ ^р{^).{x-^)йг, (4) 



у 



выражен1е, тождественное съ выражен1емъ 

5 



У 



-я- 



^г)й%■^ 



(5) 
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непосредственно получающийся изъ дифференщальнаго уравне- 
Н1Я (2) 

У' = Р{^) , (2) 

Полагая въ выражешяхъ (3) л (4) х=^ /, получаемъ стрелы 

прогибовъ: (6) — въ присутств1и продольной силы и (7) — въ 

ея отсутств1и. ^ 

-, /*-г,/^ 8гпа(1 — ^) ,^ 
г = 8еса1 Р{Ь ^ -с1^ . . .(6) 



I 



(7) 



гд'6 вместо 8 можно теперь написать х. 

Сравнивая выражен1я для ей/ легко за1гЬтимъ, что 

г < 8есЬ.[ (8) 

• = "' = к Ж7' 

Къ неравенству (8) мы можемъ присоединить очевидное 
а рпоп первенство е > /*, которое не трудно также получить 
сравнивая (6) и (7). 

Назовемъ моментъ относительно точки О вс^хъ вн^шнихъ 
сидъ, действу ющихъ на брусъ, чрезъ Л/^, а моментъ относи- 
тельно той же точки однихъ только поперечныхъ си лъ чрезъ N^. 
Им^емъ 

гд^ е есть стр:Ёла прогиба, получающаяся при совокупномъ 
д4йствш и продольной в поперечныхъ силъ, а ^V^о = ^«^^(0)- 
Отсюда легко получимъ неравенство 

М,<(\ -^^^8есЬ^N, (9) 

Переходя къ частнымъ прим'брамъ мы будемъ получать для 
нашихъ отношенш у ^ ^^ уже не неравенства, а равенства 
и конечно величины меньшхе, ч-Ьмъ 5ес 6 и 1 н- ^56^6. 
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Первый примгьръ. Бална длины 2/, равномгьрно загружен-- 
ноя (нагрузка на единицу длины^=д), лежишь на двухъ опо^ 




рахъ Л и В и сжимается силами Р, центрально приложен- 
ными Кб ея конг^мъ. 

Пользуясь выражешями (6) и (7) не трудно найти ей/*, 
и заметить, что отношете 

5ес в — 1 — — 



7 



гд4 






в' = ^% и /• = 



24 Е^ 



Также безъ труда найдемъ, что 



Жо _ Ре _ 8 есЬ — 1 



е» 



гд* 



• ^V^„ 



д1\ 



Припомнивъ, что 



(10) 



(11) 



обращаемъ внииан1е на то обстоятельство, повторяющееся 

м„ 



6 Ш. 

И въ сд-Ьдующемг прим4р4, что въ числителе отношен1Й у ^ -^ 
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стоить тригонометрическая величина безъ н'Ьсколькихъ членовъ 
ра8ложен1я ея въ рядъ и въ знаиенател'Ь сл&дующ1и членъ того 
же ра8ложен1я, что в сл'Ъдуетъ ожидать а рг1оп, такъ какъ эти 

отношеи1я должны стремиться къ 1 

съ уменыпен1емъ 6^ до 0. 

Второй ^ наиболтье простой^ 

примгьръ. Обгь силы приложены 

на концгь балки. 

На основаши формулъ (6) и 

(7) легко получвмъ: 

Поэтому отношев1е 

8 {дЬ — Ь 
{1 = -^= • 




Г 



^' 



(12) 



Такъ же легко найдемъ, что 



X = 



Ж 



Ь 



(13) 



гд4 



2\г, = Р1 



Если пошнить, что 



1 



^^/6 = 6-^3 б'н-у^в* 



17 
315 



6' 



то у формулъ (12) и (18) сейчасъ же обнаружится тотъ же 
характеръ и свойства, что п у формулъ (10) и (11) предыду- 
щаго примера. 

Третгй примпръ. Балка, лежащая на дврхъ опорахъ, 
загружена нагрузкою, возрастающею къ серединп по формулп 

^ — ^^со8^^^ и сжата силами Р, центрально приложенными 
по ея концамг. 

Безъ труда находимъ 

2о 1 



е = 



к^Е^ к^ — а^' 



13 — 



гд4 



к-- 



Г 



к^ма' 



Откуда 



1 



|1 = у = 



1 — 



4в'' 



(14) 



Точно также какъ и въ предыдущихъ прим^рахъ ищемъ 






1 _^« 



46^ 

^ ~ тс* 



(15) 



Хотя видъ выражен1я (14) или (15) в ии'Ьетъ другой ха- 
рактеръ, но, какъ легко усмотр^^ть, вс^ существенныя свойства 







Черт 


г? 








а, 




У 




14 




1__ 


•> 


« 


^с > 




1 


Г^„ 


■"1 

1 




* — ^ 


гй 


-X 


^^^д^. 


Ши! 


Ш 


хих^-И^ 











< 


-л_.__^ ; 






-У 


< 


._5 ^, 







обоихъ отношен1Й остались гЬже, какъ и въ другихъ случаяхъ: 
оба отношешя, обращаясь въ 1 при 8^ = О, при увеличеши 
6^ растутъ сначала медленно, а потомъ все быстр-Ье и бы- 
стрее; за пределами применимости нашихъ формулъ, они со- 
храни ютъ общее всЬмъ имъ свойство — обращаться въ со при 

§ 5. Некоторый свойства гипербодическихъ Функц1Й. 
Переходя къ случаю совокупнаго д^йствхя на брусъ по- 
перечныхъ изгибающихъ я продольной растягивающей силы, 



— 14 — 

мы б; день идти совершенно параллельно только что изложен- 
нымъ случаяиъ изгиба и сжат1я и соответственный формулы 
обозначать гбми же нумерами, а вспомогательный формулы не 
нумерами, а буквами. 

Чтобы при изложеши не отвлекать внимаше читателя въ 
сторону, напомнимъ предварительно некоторый необходимый 
намъ свойства гиперболическвхъ функщй, каковыя функщи мы 
будемъ обозначать прибавкою буквы Ь къ обозначен1ю анало- 
гичной тригонометрической функщи. 

Опред^лешл: 

5/гАср 1 

Некоторый свойства, непосредственно сл4дующ1я взъ опре- 
д'блешй: 

сзко =^ 1 ; 8пЪ о = 0\ 1дко =: 0: 5с А о = 1 ; 

<^ А (-+- оо) = 1 ; {дк (—оо) = — 1 ; 8С к оо — 0\ 

(8 Ь^ ср — 8пк'^(р = 1 ; 

8пк (^ — 9) ^^ 8пк^ С8к'^ — сзк^ зпк^^ 

(сзк'^У = тк'^ и {зпк^^у = сзкгр. 

Ряды, въ которые разлагаются гиперболическ1я функщи 
вытекаютъ пзъ разложен1я 





^■=1-'-р-1т.-^1]-^|] 


именно 






(п'^ Ср* Ср^ 




С5^ ср^ С9^ 

5«А9 = 9+^-ь|!-*- 7! 


*) п1 


= 1.2.3 я. 
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Отсюда простынь д^^ен!е11ъ находимъ 

I , ^ . 17 
15 



^е/А9 = 9-^?'-^тк9* 



1 ,1.5, 



315 
61 



9' 



2^ "24"'' 720 '^ 
Пользуясь этими рядами, сразу получвмъ, что 



пред. 


6'^ А ср 


= првд. 


ЬдН'^ 
9 


9=0 


что при 9 > 0. 




57^*9 >'{^> С5Аср>1, 8СН 


9 < 1, ^^А9 <9 


Зам'Ьняя въ разложен1яхъ 






7! • •• 


;ов 


Ср:=1 


2! 4! ■ 


9" 
6! 


-ь 



1 з_^ 2^.ь . ^7^^, 



61 



вес ср 



, 1 2 5 4 



9 на г<^ гд* г = у" — 1 , получимъ, припоминая, что 

г^ = — 1; г' = — г 

/ ср' ср' с:)' \ 

гп ^9 = М 9 "^ 3» *^ 5^ "*~ 71 "*~ ) ~ ^5П Аср 



згп 



ср'^ ср* ср® 



= С5Аср 



<^г9=*(?-|9'-Ь1|9*-^?^ 



1 ^ 1 

вес г 9 = 1 — „9 



24 



Г 



61 
"720 



9° 



I = г <^ А Ср 

. = 5сАср. 
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Цри заи^н^ 6 на «6 въ знаковыхъ намъ выраженхяхъ: 





6» 




зесЬ — 1 — 


2" 


весЬ— 1 , (дЬ — Ь ЬдЬ ^ 


5 , 


? 


1 '1 ' 6 ' 


^ в* 




- 6» ^6' 


24 




2 3 



эти выражен1я обрат]атся въ вещественныя же выражетя: 
8СЛ6-1 ч- у ас Л6-1 . {дНЬ — Ь 1дМ 

й«* ' -\'' ' -!»• ' ' ' 

при этомъ основная особенность ихъ строешя сохраняется: въ 
числителе теперь находится гиперболическая функщя безъ н'Ь- 
скольь'яхъ членовъ разложен1я ел въ рядъ, а въ знаменателе 
сл-ЬдующИ членъ того же разложешя; а это въ свою очередь 
влечетъ за собою и сохранен1е другого свойства — обращаться 
въ 1 при 6 = 0. 

Разница конечно между т^ми и другими выражен1ями суще- 
ственная: первыя при положительномъ 6 вс^ больше 1 я обра- 
щаются въ оо при 6 = -^ ; вторыя — вс4 меньше 1 и обра- 
щаются въ О при 6 = оо ; число же ^ для нихъ не играетъ 
никакой особенной роли. 

§ 6. Изгибъ и растяжеше. 

Въ этомъ параграф* мы разсматриваемъ совокупное д^йстахе 
поперечныхъ изгибающихъ и продольной растягивающей силы на 
брусъ; при этомъ мы идемъ совершенно параллельно вкратц* из- 
ложенной въ § 4 нашей стать* „Къ вопросу о сложномъ сопро- 
тивлеши изгибу и сжатш". 

Пусть брусъ ОЛу заделанный вертикально въ точк* О, 
подверженъ д'Ьйств1ю продольной растягивающей силы Р и 
поперечныхъ изгибающихъ силъ, изгибающ1й моментъ которыхъ 
въ точк* Ж есть ^Е^^^^ (х). 

Зд4сь,какъ и тамъ, мы д^лаемъ относительно Р{х) сл*дующ1я 
вполн* естественныя предположешя: моментъ 'ЕЗР{х) со- 
храняетъ знакъ на всемъ протяжен1и бруса отъ точки л; = одо 
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точки х~1 ш им4етъ тахгтит въ точк* х = о, такъ что наи- 
большее значеше его есть Ш Р{о). 

Въ присутств1и растягивающаго усил1я полный изгябающ1Ё 
моментъ въ точк* М. есть ^Е^ Р(х) — Р(е — у), а въ ея от- 
сутствхй просто Е^ Р{х) Соответственно этому двадифферен- 
щальныхъ уравнешя изогнутой 
оси суть 

у' 

гд4 



а'у = Р{х) - 


- а^г, 


. Р 


■■ (1) 


у" = Р{х) . 


• (2) 



Черт 8 




Для интегрирован1я уравне- 
шя (1) мы прим'Ьнимъ способъ 
язм'Ьнен1Я постоянныхъ произ- 
вольныхъ, который заключается 
въ следующемъ: находимъ пре- 
жде всего общ1й интегралъ со- 
отв4тственнаго уравненхя безъ 
посл'бдняго члена 

и^( — а'{и — г) = О 
онъ им^етъ видъ: 

гд4 к^ = а и к^ = — а суть корни конечнаго уравнен1я 

^^ — а' = 0. 
Введя гиперболическ1я функщи, даемъ этому интегралу видъ 
11 =^ г -^ Лсзках -\- Взпках , 

гд'Ь Л п В суть произвол ьныя постоянныя. 

Если теперь Л и В считать не произвольными постоян- 
ными, а н'Ькоторыми функц1ями отъ X, то посл^^днее написан- 
ное нами выражеше можетъ удовлетворить уравнен1ю (1); такъ 
что мы можемъ положить 

у — г -^ Асзках -^ Взпках^ . . . (а) 
ГД'Ь А я В н'&которыя неизв']^стныя пока функщи отъ х. 

Фанъ-деръ-Флитъ. 2 
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Такъ какъ функщй Л п В чвсломъ двб, то для ихъ опре- 
д'6;1еи1я необходимо и два услов1я: одно изъ нихъ состонтъ въ 
тоиъ, чтобы выражен1е (а) действительно удовлетворяло данному 
дифференпдальному уравнешю (1), а вторымъ можно распоря- 
диться по своему произволу; для упрощешя выкладокъ его 
обыкновенно выбираютъ такъ, чтобы у^ выражалось бы такъ 
же, какъ при постоянны хъ ^ и ^, для чего мы должны по- 
ложить 

А^сзках ч- В^зпках =^0 (^3) 

При выполнеши этого условхя (Р), для удовлетворенхя дан- 
ному дифференщальному уравненхю (I) Л я В должны удовле- 
творить уСЛ0В1Ю 

аЛ'зп ках н- аВ^сз ках = 1'(х) . . . . (•|') 

Припоминая свойства гиперболическихъ функщй, мы бевъ труда 
р-Ьшимъ уравненхя (Р) и (у) относительно неизв^стныхъ Л' и ^В' 
и получимъ 

Л'=^ 8п ках и 5' = н ^ С8 ках , 

а а 

откуда, интегрируя, получимъ 

зпкахЛхж В= I саках их , . (8) 

Подставляя это въ выражеше (а) для у^ находимъ 
у = г — С8 ках 1 зп ках Лх -н 

-ь зп ках I сз ках Лх . . , . {^) 

Постоянныя произвольныя входящихъ сюда интеграловъ мы 
опред4лимъ по значешямъ у и у въ точк* ^г = 0. 

Такъ какъ Ух=о= О, то уравнеше (С) даетъ 



Ч/^' 



зп ках с1х 



9 
»=0 
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а потому неопр. интегралъ 



/ 8п пах ах ^= I — ^^ 8п ка^ а$ 



переменную подъ знакомъ интеграла мы обозначили буквою ^ 
для 0ТЛЕ1Ч1Я отъ ворхняго пред'Ьла. 

Изъ (а) на основаши (р) и (8) им^еть 

у' = — 8п ках I Р{х) 8П ках Лх -^ ев ках 1 Р{х) сз ках Лх . 

Такъ какъ Уя;-о = 0, то 

/ Р {х) С8 ках с1х\ =0, 

а потому неопр. интегралъ 

X 

I Р{х) сз ках Лх = I Р{^) сз ка^ с!^ 
о 

Итакъ ' - , , 

у = е (1 — созк ах) -н 

-4- зп ках I — ^ сз ка^ с1^ — сз ках 1 — ^ зпкаЫ^\ 

о о 

зпках и сзках можно внести подъ знаки интеграловъ, ибо 
^тамъ другая переменная; тогда получимъ: 

X 

[зп ках сз ка^ — сз ках зп ка^} с?5, 

о 

или, припоминая свойства гиперболи ческихъ функщй^ 

X 

у = е(1-С8ках)ч.[щ)'~-!'^^^т:. (3) 

О 

Полагая въ (3) а = О и припоминая, что сзкО = 1 и 
|ф Ф = о ~ ^' находимъ выраженхе у для однихъ только по- 

2* 
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перечныхъ снлъ ^ 



у= С Щ){х~Ч)с1Ч 



(4) 



Выражен1е (4) можно получить также непосредственно изъ 
уравнешя (2) или взъ конечнаго уравнен1я изогнутой оси для 
случая изгиба и сжат1я (уравн. (3) параграфа 4), полагая въ 
ней а = 0. 

Связь между формулой (3) для изгиба и растяженгя и 
соотвгьтсшвенной формулой (3, $ 4) для изгиба и сжатгя. 
Въ случа'Ъ изгиба и сжат1я конечное уравнеше изогнутой оси 
бруса им'бло совершенно тотъ же видъ 

X 

—-8гпа{х — ^)й^ . (3,§4) 
о 

Откуда же проистекаетъ такое необыкновенное сходство об^^ихъ 
формулъ? 

Причину искать не долго: стоить только вспомнить, что 
исходное диффереящальное уравненхе для случая изгиба и ра- 
стяжен1я получается изъ соотв'&тственнаго уравнен1я для случая 
изгиба и сжат1я, если въ посл']^днемъ изменить Р на — Р и 
следовательно а^ на — а^ т. е. а на га, гд* г^/ — 1. 

Сейчасъ же является вопросъ: неужели необходимо для по- 
лу чен1Я конечнаго уравнешя изогнутой оси бруса (3) въ случае , 
изгиба и растяжен1я вновь повторять весь путь интегрировашя 
и неужели нельзя воспользоваться только что выписанной фор- 
мулой (3, § 4) для изгиба и сжат1я, зам']^нивъ въ ней только 
а на ш. 

Конечно такой необходимости н'Ьтъ и формула (3, § 4) про- 
стой заменой а на га даетъ намъ формулу (3) настоящаго па- 
раграфа. 

Въ самомъ дйлФ, заменяя въ (3, § 4) а на ш, получаемъ 

X 

— — зт га (х — Е) 6?Е 
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Прицомитя свойства гвпербодическихъ функщй ин'Ьемъ 

С08 гах = С8 Ых и вгп га {х — $) = г 5^ Ла (х — Е), 

а потому X 

у = г(1 — С8 Нах) -н / — ^ зпка {х — $) с^$ . . 



(3) 



Такимъ образомъ д'Ьйствительно достаточно разсмотр'Ьть лишь 
случай изгиба и сжапя, такъ какъ, изм^нивъ въ форму лахъ 
сюда относящихся знакъ у продольной силы, мы получимъ фор- 
мулы для изгиба и растяжен1я. 

Для того, чтобы ни у кого не могло возникнуть ни мал'Ьй- 
шихъ сомн^нШ въ этомъ и чтобы разъ на всегда покончить съ 
вопросомъ, я не ограничился выводомъ формулы (3) т^мъ и 
и другимъ путемъ, а вывелъ непосредственно всЬ формулы въ 
частныхъ случаяхъ изгиба и растяжен1я и зат^мъ показалъ, что 
они получаются изъ соотв'Ьтственныхъ формулъ изгиба и сжатхя 
простою заменою Р на — Р, т. е. а^ на — а^ или а на га. 

Сщгьлы прагибовъ. Уравненхя (3) ц (4) даютъ при х=='1^ 
сотв4тственно ей/ 

г = 8С Ы1 I — ^ зпка {I— ^) с1^ . . . (6) 

о 

и , 

/-= ^ Щ)(1-^)а^ (7) 

о 

Формула (6) получается, кань и следовало ожидать, изъ соот- 
ветственной формулы § 4 зам'бною а на ш. Это новое про- 
явлеше указанной аналопи. 

Неравенства. Обращаясь къ выводу неравенствъ подоб- 
ныхъ неравенствамъ (8) и (9) § 4, зам^тимь, что въ неравен- 
ствахъ мы не можемъ ждать аналог1Й; напротивъ того, ужъ 
если чего ждать, такъ именно изм^ненхя знаковъ неравенствъ 
на обратные. 

Припоминая, что 8^%>9, и что по предположенш Р($) 
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сохраняетъ знакъ между пред'бламн ивтегрврованЫ, ввдаиъ, чт» 

О о 

и сл'бдоватедьно 

г>8сПЬ(, (8) 

гд* Ь=1а1=^у -^^^ при чемъ не надо забывать, что 8сШ<\, 

Бъ неравенству (8) мы ножеиъ присоединить очевидное 
а рг10Г1 неравенство е < /*, которое не трудно также и вывести, 
сравнивая выражен1я (6) и (7). 

Въ самомъ д&1^ 8сШ есть, какъ не трудно уб'Ьдиться, 
функщя убывающая, а потому 

8С ка1 < 8С ка (I — $) 

и сл'Ъдовательно 

8пНа (?— 5) ,8сЫ1<8пка{1 — $) .8с}1а{1'— $) — 1дТга{1 — 5) 

°Р""*«"^ ЬдПа{1-Ч)<а{1-^) 

Принявъ все это во внимаше и переписавъ з въ вид'Ь 

о 

немедленно зам^^тимъ, что 

I 
О 

Таквмъ образомъ 

Г>г>8сШГ (8) 

соотв-Ётственная формула при изгибе и сжат1и была 






Жо = ^V,-Ре 



ИЛИ 
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Обращаемся теперь къ неравенствавгь, которынъ удовлетво- 
ряетъ моментъ М^ отъ совокупнаго д'бйствхя 1^оперечныхъ и 
продольной растягивающей силъ. 

Пусть N^ = ЕЛ'^о) есть моментъ отъ однихъ поперечныхъ 
силъ въ той же точк'б О, тогда 

Беря вм-Ьсто г величину заведомо большую, именно /' получимъ 

л^.>^<^.(1-в•р/^), 

НО изъ выражен1я (7) для /, сл'Ьдуетъ, что 

г 
Г<Р(о) ^ {I - х)с1х = Щ''К 

О 

ибо по предположешю Р(о) есть наибольшее изъ вс^хъ зна- 
чешй функщи Р(х) между о я I. 

Беря вместо /* величину —2^ , большую нежели /*, еще 
усиливаемъ неравенство и получимъ 

^о>Л^о(1-|), (9) 

присоединяя къ которому очевидное неравенство М^ < N^^ 
им'Ъемъ для изгиба и растяжен1я 

соответственная формула для изгиба и сжат1я была 
N,<М,<N,|^1-^^8есЬу 

Повторяемъ — въ неравенствахъ не можетъ быть т^хъ ана- 
лопй, которыя им^ютъ м^сто въ равенствахъ. Поэтому въ ча- 
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стныхъ прим!Ьрахъ, гд'Ь ооотношев1Л между е и / (^ также 
между Жо и N^ будутъ получаться въ вид* равенствъ, аналог!^ 
формулъ для растяжен1я и сжат1я будетъ вдти до конца. 

Въ излагаемыхъ ниже частныхъ првмфра^ръ на и^гвбтк съ 
растяжен1емъ мы получаемъ веб формулы непосредствецно, а 
зат'бмъ показываемъ, что ихъ можно получить изъ соотв^т- 
ственныхъ формулъ изгиба съ сжапемъ простою заменою Р 
на — Р, т. е. а^ на — а^ и следовательно 6^ на — 6^ и О на г6. 

Предварительно прошу у читателей извинешя за с1'оль боль- 
ш1я подробности, вызываемыя желан1емъ покончить съ вопро- 
сомъ фазъ на всегда и быть доказательнымъ и для практиковъ, 
уже отвыкшихъ отъ математическаго мышлешя. 

§ 7. Частные случаи изгиба и растяжешя. Первый примгьръ. 
Переходя къ частнымъ прим'&рамъ прежде всего обратимъ 
вниман1е на случаи растяжен1л балки, подверщенной собствен- 
ному в4су. И зд^сь всЬ формулы могутъ быть приведены къ 
тому же виду, какъ и для случая сжат1я. 

Чтобы не утруждать читателя не представляющимъ ника- 
кого интереса интегрировашемъ, воспользуемся формулами, при- 
веденными въ упомянутой въ § 1-мъ стать* Г. Н. Соловьева 
(Сборникъ Института И. П. С. Выпускъ Ь, „Къ вопросу о 
работ* горизонтальныхъ связей въ жел^зныхъ мостахъ^). Фор- 
мулы эти мы перепишемъ въ нашихъ обозначен1яхъ: пролетъ 
назовемъ 21, растягивающее усилхе чрезъ Р, нагрузку на еди- 

/ 'Р~ рр 

ницу длины чрезъ ?, |/^ чрезъ а и ^ = аЧ"^ чрезъ 0\ Тогда 

изгибающхй моментъ по середин* пролета будетъ (см. стр. 372 

Выпуска Ь Сбор. И нет. Инж. Пут. Сообщ.). 

Преобразуенъ несколько это выражеше, тогда подучвнъ: 
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Цо 2?^^ есть шоиентъ по середине пролета отъ одной 
только равномерной нагрузки, т. е, отъ однвхъ только попе- 
речныхъ силъ; его согласно нашимъ обозначенхяиъ назовемъ 
чрезъ ^Уд и получииъ 



гд4 



вскЬ-^ ^^^^ 



Дал:6е мы займемся немного выражен1емъ X, а теперь 
переходимъ къ стр1^дб'Ь прогиба, при чемъ по прежнему назо- 
вемъ стр'блу прогиба отъ совокупваго Д'6йств1я продольной вы- 
тягиваюп^еЗ силы и поперечной равном^рной нагрузки д 
чрезъ е, а воображаемую стрелу прогиба отъ одн^хъ только 
поперечныхъ силъ ? чрезъ /*. 

Формула (6) на стр. 379 упомянутой статьи Г. Н. Соловьева 
дастъ нужное намъ выражеше стрелы прогиба, для этого стоитъ 
только сделать въ ней силу X равною нулю и переписать фор-, 
мулу въ нашихъ обоздаченныхъ. Тогда цодучимъ 






дГ 



гд4 



. ^ 7 



-=/§• 



Преобразуенъ нисколько это выражеше: 

Ь 21* I — 8сНЬ д1* 



г = 



24 Е^ 5 ^, 2.Е^Ь^^ 

24 

. ,4 8сАв — 1-+-^е» 
_ Ь_ дг 2 

~ 24 Ж7 ~~Ь~, 

24 
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Но 24 ^ есть стрела прогиба /" бруса длиною 21 отъ рав- 
нои^крной нагрузки ^. Поэтому 

8СПЬ — 1 -*- "^ 

1^ = 5 ^^^) 

— 6* 

24 
Сразу бросается въ глаза полное сходство этихъформулъ (10) 
и (11)съ формулами подъ т'бми нумерами но относившимися къ 
случаю сжат]я. Точно также въ числителяхъ отношен!! X и |х 
стоить функщя, зд-Ьсь гиперболическая — тамъ тригонометриче- 
ская, безъ н']^сколькихъ членовъ разложен1я ея въ рядъ, а въ 
знаменателе сл'Ьдуюпцй членъ того же разложен1я. Въ са- 

МОМЪ Д4л4 В2 Л А1 

Тотъ же рядъ у|»1дываетъ намъ, что зд^съ, какъ и тамъ, отно- 
шен1д X и |х стремятся къ 1 съ уменъшен1емъ 6 до О, т^къ что 

|Х|0:^о = |(х|б=г.о= 1. 

Укажемъ на главныя различ1я. Въ то время какъ для сжа- 
тая X и |х > 1, зд4съ наоборотъ X и (х < 1. Въ случай сжат1я 
X и (X стремятся къ с» съ приближенхемъ 6 къ |^ , здйсь X и [х 
стремятся къ О при безпред'блъномъ возрастан1и 6. 

Бакъ и въ общемъ случа'Ь не трудно для этого прим'Ъра 

сразу получить изъ формулъ для сжатая формулы для растяже- 

шя; для этого стоитъ только въ формулахъ, относящихся къ 

сжат1Ю, заменить Р на — Р и сл4д. 6^ на — 6^ и 6 на гЬ 

и сейчасъ же получатся соотв'Ътственныя формулы для растя- 

жен1я; въ данномъ случа^^ изъ выражешй 

6^ 

л 1 зесЬ — 1 г- 

8ес 6 — 1 2 



X =— и [х_ 

относящихся къ изгибу равномерной нагрузкой и сжатаю, про- 
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стою 


заменою 6^ на — 


■ 6» 


жешя 


того же вида 






зскЬ- 
к- ^ 

2 


-1 
6' 



В 6 на г О сеичасъ получатся выра- 



|Х = 



6' 



24 



Черт 9 



0ТН0СЯЩ1ЯСЯ къ изгибу равном'^^рной нагрузкой и растяжен1ю. 
Чтобы въ этомъ убедиться достаточно вспомнить, что 5ес г6 = 5С й6 . 

Итакъ не надо разсматривать отд'Ьдьно два случая: изгибъ 
подъ д'Ьйств1емъ равном'брнои нагрузки и сжимающей силы и 
изгибъ подъ д:Ьйств1емъ той 
же нагрузки и вытягиваю- 
щей силы; такъ какъ мож- 
но получить формулы вто- 
рого случая простою зам'Ь- 
ною Р на — Р изъ фор- 
мулъ перваго случая. 

Второй частный при- 
мтьръ. Не трудно тоже са- 
мое доказать и для того 
случая изгиба, когда по- 
перечный СОЛЫ сводятся къ 
одной сил* Р приложен- 
ной на свободномъ конц*! 
балки ОЛ, вертикально за- 
крепленной въ точк4 О *). 

Изгибаюпцй моментъ въ 
точкЬ М есть л 

Р{1-х)-Р(г-у), 

Поэтому дифференц1альное уравнен1е изогнутой оси бруса есть 
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(«) 



гд4 а^ = 



Е1 



*) Этотъ случай очевидно тождественъ съ случаемъ балки длины 
21 на двухъ опорахъ съ грузомъ 21^ по середине. 
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Какъ известно, общ1Й интегралъ динейнаго уравнеи1я (а) есть 

гд:Ь и есть обпцй интегралъ еоотвДтственнаго уравнен1я безъ 
посл^Ьдняго члена, равный 

гд* въ свою очередь к^=^а и к^ = — а суть корни конечнаго 
уравнен1я ;г^^ — а^ = 0; а у есть частный интегралъ даннаго 
уравнен1я (а), который можно положить равнымъ 

Р 

^1 = г — р(1^х). 

Вводя гипербодичесюя функщн иы шмвемъ переписать и 
подъ видомъ 

и =^ Слезках -\- 6\ зп к ах. 

Такииъ образомъ полный интегралъ даннаго дифференщаль- 
наго уравнен1Я (а) есть: 

' Р 
у = Слезках -\- С^зпках-^г — -^ {I — х). 

Остается опред'блить произвольныя постоянныд Оз и С^ и 
стр'Ёлу прогиба г. Для этого мы им'Ёемъ три услов1я: 

Ух=о = У«=о = о и р^=1 = е, 

которыя соотв^Ьтственно даютъ 

Р 

Р 

«С, н- р = О, 

С^сзкЬ -^- С^впкЬ = О, гд4 6 = а1. 
Отсюда находимъ произвольныя постоянныя 
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и стрелу прогиба 

Преобразуемъ посд'бднее выражеяхе, помня, что 



з«' 



Ра - РР - Ъ КГ 1 

Но выражен1е -^ ^ представляетъ собою стрелу прогиба /* 
балки длиною ^, яад^Ьланной однимъ концомъ, подъ д'Ьйствхемъ 
сосредоточенной на ея конц^Ь поперечной силы Р въ отсутств1и 
какой бы то ни было продольной силы. Такямъ образомъ 

г = ^Л г.» ,. = -^^^1^ . . . .(12) 

Изгибаюпцй моиентъ въ точ1с% М есть 

М = Е^у'^ = а^Е^ (Слезках н- С^8пках)\ 
въ точк-б о, гд^ о; = о, онъ нанболъшш и равняется 

М, = а'Е^С, = Е^^^дк(^ = ^*9кЬ 

или окончательно 

М, = Ш'Ц^^Ш,,Т,^Х = Ц^, . .(13) 

такъ какъ Р1 есть изгибающй моментъ въ точк4 а? = О отъ 
одной только поперечной силы Р^ обозначаемый нами чрезъ К^, 
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Сравнивая эти выражешя X и (х съ тДии, которыя ии^ютъ 
м'бсто въ разсматриваемомъ прпи'Ьр'6 при сжат1и, а именно 

3 

в припоминая свойства гиперболи ческихъ функщй, сейчасъ же 
увидимъ, что, зам'Ьнивъ въ посл'бднихъ выражен1яхъ 6 на г6, 
мы подучимъ т^ самыя выражешя X и (х для случая растяже- 
Н1я, которыя только что получили непосредственно. 

Третгй примгьръ. Балка, лежащая на двухъ опорахъ, за- 
гружена нагрузкою, возрастающею къ середин'6 по формул1^ 

^^=^^со8-^ и растянута силами Р, центрально приложенными 
къ ея концамъ. 

Изгибающ1Й моментъ въ точк'6 М есть 

Жо=р С08кх—Р{г — у), 

гд'Ъ ^ С08 кх есть моментъ отъ однихъ поперечныхъ силъ, а 

к— - 

Зам!]Ьтимъ, что стрелка прогиба отъ однихъ поперечныхъ силъ 
найдется интегрировашемъ уравнен1я 

Еа у = -|| С08 кх, 

какового интегрированья мы зд'бсь приводить не будемъ, а да- 
димъ прямо окончательное выражен! е этой стрелки 

Дйфференщадьное уравнеше изогнутой оси балки есть 

уп — д^Зу = — а^г -^-Ь^со8кх, . . , . (Р) 



гд4 

Л2 

еЕ^ 



ь^= ^0 
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Какъ уже вид'Ъли въ аредыдущемъ арим'Ёр:^ 

гд4 

и = г-\- А сзН ах-^ В 8пН ах; 

частный интегралъ уравнешя (^З) можно взять въ вид:Ь 

у = Ссоз кхч- В вгп кх. 

Для удовлетворен1я уравнешю (3) необходимо, чтобы 



Итакъ 



<^=-и'Ь1^- » " = «• 



1 

У = г -^ А С8к ах ч- В 8п к ах тт~Ьт Тл а ^^ *^- 

]^^ опред:Ьлен1я постоянныхъ произвольныхъ и стрелки 

прогиба им^^мъ три условхя: у^^^ — Ух=о = О и у^-1= г. 

Не упуская изъ виду, что со8к1 = въ силу Л; = ^р легко 

найдемъ, что 

А = В-=0 

и что • 

^- к'Е^ к'-^а'' 
Въ силу (а) 



1^^аЧ' 

7Г 



ИЛИ окончательно 



2 = 1^Лгд4|х = . . . . (14) 

Такимъ образовгь и въ этомъ случа'Ь выраженхе для [х при 
растяжен1и получается изъ такового же выражен1я при сжат1и 

1 
^ = ~~- 

1— 4й' 
простою зан'бною Р по — Р, т. е, 0^ по — в\ 
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Обращаясь къ ноиенту М^ въ точк^^ О, ввдинъ, чго 

Подставляя сюда выражен1е г, находвиъ 

Ж - ^_ ^ ^ ^ N 1\ 



ИЛЕ окончательно 

гд* I 



4^ 



(15) 



1н- -^6' 



Для случая сжат1я соотв^^тственное выражение было 

1 



Х = 



4 



Разница между нимИ| какъ и сл'Ьдовало ожидать только въ 
знак* у» 6^ . 

Случай чистаго изгиба. Разсмотримъ частный случай, когда 
изгибающш моментъ Е^Р {х) равенъ постоянной величин* N^ — 
это будетъ тотъ случай, когда на концы стержня д*йствуютъ 
одинаковыя пары протввоподожныхъ знаковъ. Присоединивъ 
къ нимъ центрально приложенныя продольныя сиды, мы полу- 
чимъ случай изгиба подъ вл1яшемъ эксцентричнаго приложешя 
продольной силы. 

N 

Для даннаго случая 2^ (ж) = ^ , а потому, при продоль- 
ной сжимающей сил* Р, стр*ла прогиба 

г = 5ес6 / Р(х)- -^ '-ах = -^^ г(1 —С08Ь) = 

^ а л^и . а 

о 



^ 33 — 
и при Р = О 

а потону 



е 2Е^ ^ ^ ,, вес 6—1 
^~ 1~ ТТР ^^^ о — 1) = -у 



2«' 



Отношен1е же X будетъ 



Х = ^ = ^"^^ = 1 +(8ес6 — 1) = 8есв. 
Для случая растяжен1я совершенно подобнымъ образомъ 

N 

подучимъ, подставляя Р{х)=^ въ выраженхе 

/Р (х) 
згп Ы {I — х)йх^ 
о 

стрелу прогиба 

8 = -^^, (1 - 8есШ) = ^ (1 — вес Ш). 



Такъ что 

_ г _ \—8есШ _ весШ — 1 

Отношеше же X будетъ 

X = ^\^^ = 1 — (1 — зескЬ) = ^есЫ. 

Такимъ образомъ и зд4сь X и (х для растяжен1я получаются 
изъ таковыхъ же при сжатхи подсгановкою Р на — Р, т. е. 
6 на г 6. 

Фанъ-деръ-Фдитъ. ^ 
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0,608 


0,670 


0,677 


0,459 


0,734 


0,682 


0,678 


/|\ 


1,18 


0,410 


0,606 


0,668 


0,675 


0,456 


0,732 


0,681 


0,676 


о 


1,19 


0,405 


0,604 


0,666 


0,674 


0,454 


0,731 


0,679 


0,674 • 


и 


1,20 


0,400 


0,602 


0,664 


0,672 


0,451 


0,729 


0,677 


0,673 


« 


1,21 


0,395 


0,599 


0,662 


0670 


0,449 


0,728 


0,675 


0,671 


и 


1.22 


0,390 


0,597 


0,660 


0,668 


0,4*46 


0,726 


0,673 


0,669 


р^ 


1,23 


0,385 


2'^^^ 


0,658 


0,666 


0,444 


0,725 


0,671 


0,667 


|е( 


1,24 


0,380 


0,593 


0,657 


0,665 


0,441 


0,723 


0,670 


0,666 




1,25 


0,375 


0,591 


0,655 


0,663 


0,439 


0,722 


0,668 


0,664 


1,26 


0,370 


0,589 


0,653 


0,661 


0,436 


0,720 


0,666 


0,662 


1,27 


0,365 


0,586 


0,851 


0,659 


0,434 


0,719 


0,664 


0,660 


1,28 


0,360 


0,584 


0,649 


0,657 


0.432 


0,717 


0,663 


0,658 


Ф 


1,29 


0,355 


0,582 


0,648 


0,656 


0,430 


0,716 


0,661 


0,657 


Р^ 


1,30 


0,350 


0,580 


0,646 


0,654 


0,427 


0,714 


0,659 


0,655 





Ьй 


0,345 


0,578 


0,644 


0,652 


0,425 


0,713 


0,658 


0,653 


« 


1,32 


0,340 


0,576 


0,642 


0,650 


0,423 


0,712 


0,656 


0,651 


г4 


1,33 


0,335 


0,574 


0,641 


0,649 


0,421 


0,710 


0,654 


0,650 




1,34 


0,330 


0,572 


0,639 


0,647 


0,419 


0,709 


0,652 


0,648 


^ 


1,35 


0,325 


0,570 


0,637 


0,645 


0,416 


0,707 


0.651 


0,646 


н 


1,36 


0,320 


0,568 


0,635 


0,644 


0,414 


оДОб 


0,649 


0,645 


Сг^ 


1,37 


0,315 


0,566 


0,634 


0,642 


0,412 


0,705 


0,647 


0,643 




1,38 


0,310 


0,564 


0,632 


0,640 


0,410 


0,703 


0,646 


0,641 




1,39 


0,305 


0,562 


0,630 


0,639 


0,408 


0,701 


0,644 


0,640 




1,40 


0,300 


0,560 


0,629 


0,637 


0,406 


0,700 


0,642 


0,638 




1,41 


0,295 


0,558 


0,627 


0,635 


0,404 


0,699 


0,641 


0,636 
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§;Й 


Общ1й случай. 


Равномерная нагрузка. 


Сосредот. грузъ. 


7СЖ 

Но закону С08 -21 


Ф |<^> 


«с 


1—1 

1 




+ 






Ф 


1 






11^ 




%ъ 


II 


1 


1 




1 


1 


еч 


<=!, 


■+0 


;0 


ф 

^8г 


гн|сО 


тЧ 


+ 


гН 


II 


<ю 


*-• 


II 


« 


1 






:?- 


1 




^• 


1 




тН 




1-Н 




1 


1 1 


гЧ 


_ 


II 




1 1 


II 

5- 


<< 


1 


II 

а. 


1,40 


0,300 


0,56С 


0,629 


0,637 


0,406 


0,700 0,642 


0,638 




1,41 


0,295 


0,558 


0,627 


0,635 


0,404 


0,699: 0,641 


0,636 




1,42 


0,290 


0,556 


0,625 


0,634 


0,401 


0,697 


0,639 


0,635 




1,43 


0,285 


0,554 


0,624 


0,632 


0,399 


0,696 


0,637 


0,633. 




1,44 


0,280 


0,552 


0,622 


0,630 


0,397 


0,695 


0,636 


0,632 




1,45 


0,275 


0,550 


0,620 


0,629 


0,395 


0,693 


0,634 


0,630 


• 

ее 


1,46 


0,270 


0,548 


0,619 


0,627 


0,393 


0,692 


0,633 


0,628 


^ 


1,47 


0,265 


0,547 


0,617 


0,625 


0,391 


0,691 


0,631 


0,627 


О 


1,48 


0,260 


0,545 


0,615 


0,624 


0,389 


0,689 


0,630 


0,625 


^ 


1.49 


0,255 


0,543 


0,614 


0,622 


0,387 


0,688 


0,628 


0,623 


^ 


1,50 


0,250 


0,541 


0,612 


0,621 


0,385 


0,687 


0,627 


0,622 


н 


1,51 


0,245 


0,539 


0,610 


619 


0,383 


0,685 


0,625 


0,620 


о 


1,52 


0,240 


0,537 


0,609 


0,618 


0,381 


0,684 


0,623 


0,619 




1,53 


0,235 


0,535 


0,607 


0,616 


0,379 


0,683 


0,622 


0,617 


о 


1,54 


0,230 


0,534 


0,606 


0,615 


0,378 


0,682 


0,620 


0,616 


и 


1,55 


0,225 


0,532 


0,604 


0,613 


0,376 


0,680 


0,619 


0,615 


09 


1,56 


2,200 


0,530 


0,603 


0,611 


0,374 


0,679 


0,617 


0,613 


и 


1,57 


0,215 


0,528 


0,601 


0,610 


0,372 


0,678 


0,616 


0,611 


>^ 


1,58 


0,210 


0,526 


0,600 


0,608 


0,370 


0,676 


0,614 


0,610 


И' 


1,59 


0,205 


0,525 


0,598 


0,607 


0,368 


0,675 


0,613 


0,608 


РЧ. 


1,60 


0,200 


0,523 


0,596 


0,605 


0,367 


0,674 


0,611 


0,607 




1,61 


0,195 


0,521 


0,595 


0,604 


0,365 


0,673 


0,610 


0,605 


кч 


1,62 


0,190 


0,519 


0,593 


0,602 


0,363 


0,671 


0,609 


0,604 


М^ 


1,63 


0,185 


0,518 


0,592 


0,601 


0,361 


0,670 


0,607 


0,602 


Ф 


1,64 


0,180 


0,516 


0,590 


0.599 


0,359 


0,669 


0,606 


0,601 


Р^ 


1,65 


0,175 


0,514 


0,589 


0,598 


0,358 


0,668 


0,604 


0,599 


В 


1,66 


0.170 


0,512 


0,587 


0,596 


0,356 


0,666 


0,603 


0,598 


об 


1,67 


0,165 


0,511 


0,586 


0,595 


0,354 


0,665 


0,601 


0,596 


Ч 


1,68 


0,160 


0,509 


0,584 


0,594 


0,352 


0,664 


0,600 


0,595 


1,69 


0,155 


0,507 


0,583 


0,592 


0,351 


0,663 


0,598 


0,593 


о 


1,70 


0,150 


0,506 


0,582 


0,591 


0,349 


0,662 


0,597 


0,592 


Н 


1,71 


0,145 


0,504 


0,580 


0,589 


0,347 


0,660 


0,596 


0,591 


^ 


1,72 


0,140 


0,502 


0,579 


0,588 


0,346 


0,659 


0,594 


0,589 




1,73 


0,135 


0,501 


0,577 


0,587 


о;з44 


0,658 


0,593 


0,588 




1,74 


0,130 


0,499 


0,576 


0,585 


0,342 


0,657 


0,591 


0,587 




1,75 


0,125 


0,497 


0,574 


0,584 


0,341 


0,656 


0,590 


0,585 




1,76 


0,120 


0,496 


0,573 


0,582 




0,339 


0,655 


0,589 


0,584 
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Общ1й случай, 






Равномерная нагрузка. 



Сосредот. грузъ. 



<С> !'-' [(М 



+ 
I 

«55 



н [со 

I 



По закону С08 -^т 






"^ 1 ^^ 



1,75 

1,76 
1,77 
1,78 
1,79 
1,80 

1,81 
1,82 
1,83 
1,84 
1,85 

1,86 
1,87 
1,88 
1,89 
1,90 

1,91 
1,92 
1,93 
1,94 
1,95 

1,96 
1,97 
1,98 
1,99 
2,00 



0,125 

0,120 
0,110 
0,115 
0,105 
0,100 

0,095 
0,090 
0,085 
0,080 
0,075 

0,070 
0,065 
0,060 
0,055 
0,050 

0,045 
0,040 
0,035 
0,030 
0,025 

0,020 
0,015 
0,010 
0,005 
0,000 



0,497 

0,496 
0,494 
0.492 
0,491 
0,489 

0,488 
0,486 
0,485 
0,483 
0,482 

0,480 
0,478 
0,477 
0,475 
0,474 

0,472 
0,471 
0,469 
0,468 
0,466 

0,465 
0,463 
0,462 
0,461 
0,459 



0,574 


0,584 


0,573 


0,582 


0,572 


0,581 


0,570 


0,580 


0,569 


0,578 


0,567 


0.577 


0,566 


0,575 


0,565 


0,574 


0,563 


0,573 


0,562 


0,571 


0,561 


0,570 


0,559 


0,569 


0,558 


0,567 


0,556 


0,566 


0,555 


0,565 


0,554 


0,564 


0,553 


0,562 


0,551 


0,561 


0,550 


0,560 


0,549 


0,558 


Д547 


0,557 


0,546 


0,556 


0,545 


0,555 


0,543 


0,553 


0,542 


0,552 


0.541 


0,551 



0,342 

0,339 
0,338 
0,336 
0,334 
0,332 

0,331 
0,330 
0,328 
0,327 
0,325 

0,324 
0,322 
0,321 
0,319 
0,318 

0,316 
0,315 
0,313 
0,312 
0,310 

0,309 

о,зг- 

0,31 

0,305 

0,304 



0,656 

0,655 
0,653 
0,652 
0,651 
0,650 

0,649 
0,648 
0,647 
0,645 
0,644 

0,643 
0,642 
0,641 
0,640 
0,639 

0,638 
0,637 
0,636 
0,635 
0,633 

0,632 
0,631 
0,630 
0,629 
0,628 



0,590 

0,589 
0,587. 
0,586 
0,585 

о,5аз 

0,582 
0,581 
0,579 
0,578 
0,577 

0,575 
0,574 
0,573 
0,571 
0,570 

0,569 
0,568 
0,566 
0,565 
0,564 

0,563 
0,561 
0,560 
0,559 
0,558 



0,505 

0,584 
0,582 
0,581 
0,580 
0,578 

0,577 
0,575 
0,574 
0,573 
0,571 

0,570 
0,569 
0,568 
0,566 
0,565 

0,564 
0,562 
0,561 
0,560 
0,559 

0,557 
0,556 
0,555 
0,554 
0,552 



& 

О 
О 

н 

о 
и 
л 

к? 

«: 
ф 

и 

об 

Ч 

§ 



ТАБЛИЦА II. — Сасат1е и собственный вФсъ. 



в« 


X 


^ 


1-^ 


6^ 


X 


.• 


^' 


е» 


X 


1* 


1-^ 


0,00 


1 


1 


1 


0,25 


1,115 


1,112 


1,236 


0,50 


1,261 


1,256 


1,578 


0,01 
0,02 
0,03 
0,04 
0,05 


1,004 
1,008 
1,013 
1,017 
1,021 


1,004 
1,008 
1,012 
1,016 
1,020 


],008 
1,016 
1,024 
1,032 
1,040 


0,26 
0,27 
0.28 
0,29 
0,30 


1,121 
1,126 
1,131 
1,137 
1,142 


1,119 
1,124 
1,129 
1,134 
1,140 


1,248 
1,261 
1,275 
1,285 
1,297 


0,Ы 
0,52 
0,53 
0,54 
0,55 


1,268 
1,275 
1,281 
1,288 
1,295 


1,262 
1,268 
1,275 
1,282 
1,289 


1,594 
1,610 
1,627 
1,643 
1,660 


0,06 


1,025 


1,024 


1,048 


0,31 


1,148 


1Д45 


1,310 


0,56 


1,302 


1,295 


1,678 



— 40 — 



62 


X 


Н" 


\^' 


63 


X 


Н- 


\^' 


е« 


X 


. 


|*= 


0,05 


1,021 


1,020 


1,040 


0,30 


1,142 


1,140 


1,297 


0,55 


1,295 


1,289 1,660 


0,06 


1,025 


1,024 


1,048 


0,31 


1Д48 


1,145 


1,310 


0,56 


1,302 


1,295 1,678 


0,07 


1,029 


1,028 


1,057 


0.32 


1,153 


1Д50 


1,322 


0,57 


1,309 


1,302 1,696 


-0,08 


1,034 


1,032 


1,065 


0,33 


1,159 


1,155 


1,334 


0,58 


1,316 


1,309 


1,714 


0,09 


1,038 


1,036 


1,074 


0,34 


1,164 


1,160 


1,347 


0,59 


1,324 


1,316 


1,732 


ОДО 


1,043 


1,041 


1,082 


0,35 


1Д70 


1,166 


1,360 


0,60 


1,331 


1,323 


1,750 


0,11 


1,048 


1,045 


1,091 


0,36 


1,176 


1,172 


1,373 


0,61 


1,338 


1,330 


1,769 


0Д2 


1,052 


1,049 


1,100 


0,37 


1,181 


1Д78 


1,387 


0,62 


1,345 


1,337 


1,788 


ОДЗ 


1,057 


1,054 


1,109 


0,38 


1,187 


1,184 


1,401 


0,63 


1,353 


1,344 1,807| 


0Д4 


1,062 


1,058 


1Д19 


0,39 


1,193 


1Д90 


1,415 


0,64 


1,360 


1,351 


1,827 


0Д5 


1,067 


1,062 


1,129 


0,40 


1,199 


1Д96 


1,430 


0,65 


1,368 


1,359 


1^47 


0,16 


1,071 


1,067 


1,138 


0,41 


1,205 


1,202 


1,444 


0,66 


1,376 


1,366 


],868 


0,17 


1,076 


1,071 


1,148 


0,42 


1,211 


1,208 


1,459 


0,67 


1,384 


1,374 


1,889 


0,18 


1,080 


1,075 


1,158 


0,43 


1,217 


1,214 


1,473 


0,68 


1,392 


1,382 


1,910 


0,19 


1,085 


1,081 


1,168 


0,44 


1,223 


1.220 


1,488 


0,69 


1,400 


1,390 


1,932 


0,20 


1,090 


1,086 


1,179 


0,45 


1,230 


1,226 


1,503 


0,70 


1,408 


1,398 


1,954 


0,21 


1,095 


1,091 


1,190 


0,46 


1,236 


1,232 


1,517 










0,22 


1,100 


1,096 


1,201 


0,47 


1,242 


1,238 


1,532 










0,23 


1,105 


1,101 


1,212 


0,48 


1,249 


1,244 


1,547 










0,24 


1Д10 


1Д07 


1,224 


0,49 


1,255 


1,250 


1,562 










0,25 


1,115 


1,112 


1.236 


0,50 


1,261 


1,256 


1,578 











ТАБЛИЦА III. — И 8 Г И б ъ и сжат1в. 





Общ1й случай. 


Равномерная нагрузка. 


Сосред< 


)т. грузъ. 

^ 1 
1 ' ^ 


По закону С08 -^ 


^^ 


1 . 


1 Ь 


^1^ 


^ 




ж» 




^ и 




1т. 


II 


&1" 


г^ 


^'^|са 


1 


1Л ' 




5> 


а? 


1 1 <^ 


г-{ 


1 


»-» 


1 


«> 


+ 

11 


II 


1Й| 

II 


с2 


1 


Ъ- 


1 

<-< 


1 


^1 
II 




1 • 




I—» 




II 


г< 


1 
5- 




1 =ь 


г< 


а. 




















2 


0,70 


1,522 


1,493 


1,408 


1,398 


1,954 


1,325 


1,391 


1,396 


1 


0,71 


1,533 


1,503 


1,416 


1,406 1 1,977 


1,331 


1,399 


1,401 


? я 


0,72 


1,544 


1,513 


1,424 


1,414 ! 2,000 


1,338 


1,407 


1,412 


Й»? 


0,73 


1,556 


1,523 


1,432 


1,422 , 2,023 


1,344 


1,415 


1,420 


^1 


0,74 


1,567 


1533 


1,441 


1,430 ' 2,046 


1,351 


1,423 


1,428 


в 1 


0,75 


1,579 


1,544 


1,449 


1,438 1 2,070 


1,358 


1,432 


1,436 


1 " 


0,76 


1,590 


1,554 


1,458 


1:4 Г 


I 


2,094 


1, 


365 


1,440 


1, 


444 


г 
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^^^ 


0бщ|й случай. 


Равномерная нагрузка. 


Сосредот. грузъ. 


По закону сов -^ 


(О 

1 


<х> 


т-Н 

1 


ф 


1 

1—1 


•* 
«> 


ж» 


1 






|г 




%Ъ 


11 


1Ь|в^ 


1 


<0 


--1 |<м 


1 






■^^ 


1 




^н 


1 


тН 


1 




+ 

1-Н 


II 


'-2? 




1 




^^ 


/Ч 


1 


^ 


1 




гН 


Г 


гН 




II 


й- 


1 


1 

5- 






1 

1,432 


г< 


1 


|| 

й- ■ 


0,75 


1,579 


1,544 


1,449 


1,438 


2,070 


' 1,358 


1,436 




0,76 


1,590 


1,554 


1,458 


1,447 


2,094 


1,365 


1,440 


1,444 




0,77 


1,602 


1,565 


1,467 


1,455 


2,118 


1,372 


1,448 


1,452 




0,78 


1,614 


1,576 


1,476 


1,464 


2,143 


1,379 


1,456 


1,461 




0,79 


1,627 


1,587 


1,485 


1,472 


2,168 


1,386 


1,465 


1,470 




0,80 


1,639 


1,598 


1,494 


1,481 


2,194 


1,393 


1,473 


1,479 


• 
Об 


0,81 


1,651 


1,609 


1,503 


1,490 


2,221 


1,400 


1,482 


1,488 


у 


0,82 


1,664 


1,720 


1,512 


1,499 


2,248 


1,408 


1,491 


1,497 


о 


0,83 


1,677 


1,632 


1,522 


1,509 


2,276 


1,415 


1,500 


1,506 


п 


0,84 


1,690 


1,643 


1,531 


1,518 


2,305 


1,423 


1,509 


1,516 


О 


0,85 


1,703 


1,655 


1,571 


1,528 


2,334 


1,430 


1,518 


1,525 


н 


0,86 


1,717 


1,667 


1,551 


1,537 


2,363 


1,438 


1,528 


1,534 


о 


0,87 


1,730 


1,679 


1,561 


1,547 


2,393 


1,446 


1,537 


1,544 




0,88 


1,744 


1,691 


1,541 


1,556 


2,423 


1,454 


1,547 


1,554 


о 


0,89 


1,758 


1,703 


1,581 


1,566 


2,454 


1,462 


1,557 


1,564 


и 


0,90 


1,772 


1.716 


1,591 


1,576 


2,485 


1,470 


1,566 


1,574 


^ 


0,91 


1,786 


1,729 


1,601 


1,887 


2,517 


1,478 


1,576 


1,584 


& 


0,92 


1,801 


1,742 


1,612 


1,597 


2,550 


1,487 


1,586 


1,594 


>4 


0,93 


1,816 


1,755 


1,623 


1,608 


2,584 


1,495 


1,597 


1,606 


р( 


0,94 


1,831 


1,768 


1,634 


1,618 


2,618 


1,504 


1,607 


1,615 




0,95 


1,846 


1,781 


1,645 


1,629 


2,652 


1,512 


1,618 


1,626 


15] 


0,96 


1,861 


1,795 


1,656 


2,687 


1,639 


1,628 


1,521 


1,637 


0,97 


1,877 


1,808 


1,667 


2,723 


1,650 


1,639 


1,530 


1,643 


К 


0,98 


],893 


1,822 


1,678 


2,760 


1,661 


1,650 


1,539 


1,659 


Ф 


0,99 


1,909 


1,836 


1,690 


2,798 


1,673 


1,661 


1,548 


1,670 


Р4 


1,00 


1,925 


1,851 


1,702 


2,836 


1,684 


1,672 


1,557 


1,681 


И 


1,01 


1,942 


1,865 


1,714 


1,696 


2,875 


1,567 


1,683 


1,692 


сб 


1,02 


1,959 


1,880 


1,726 


1,707 


2,915 


1,576 


1,695 


1,704 


п 


1,03 


1,976 


1,895 


1,738 


1,719 


2,956 


1,586 


1,706 


1,716 


1,04 


1,993 


1.910 


1,750 


1,731 


2,998 


1,596 


1,718 


1,728 


о 


1,05 


2,010 


1,929 


1,762 


1,743 


3,040 


1,606 


1,730 


1,741 


» 


1,06 


2,028 


1,941 


1,775 


1,756 


3,083 


1,616 


1,743 


1,753 


рг^ 


1,07 


2,046 


1,957 


1,788 


1,768 


3,127 


1,626 


1,755 


1,766 




1,08 


2,065 


1,973 


1,801 


1,781 


3,172 


1,636 


1,768 


1,778 




1,09 


2,084 


1,989 


1,814 


1,794 


3,218 


1,647 


1,780 


1,791 




1,10 


2,103 


2,006 


1,828 


1,807 


3,265 


1,658 


1,793 


1,804 




1Д1 


2,122 


2,022 


1,842 


1,82] 




3,314 


1,668 


1,807 


1,818 
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1,13 
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3,415 


1,690 
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2,074 
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1,847 
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2,203 


2,092 


1,898 


1,876 


3,520 


1,713 


1,861 
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сЗ 


1,16 


2,224 


2,110 
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1,890 


3,574 


1,725 


1,875 


1,887 


^ 


1,17 


2,245 
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1,928 
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3,630 


1,737 


1,889 


1,902 


о 


1,18 


2,267 


2,147 


1,944 


1,920 


3,687 


1,749 


1,904 


1,916 


ц 


1,19 


2,289 


2,166 


1,959 


1,935 


3,745 


1,761 


1,919 


1,931 


о 
н 


1,20 


2,311 


2,185 


1,975 


1,950 


3,804 


1,774 


1,934 


1,946 


1,21 


2,333 


2,204 


1,991 


1,966 


3,865 


1,786 


1,949 


1,962 


о 


1,22 


2,356 


2,224 
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1,982 


3,928 


1,799 


1,965 
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2,380 


2,244 


2,023 


1,998 


3,992 


1,812 


1,981 


1,994 


о 


1,24 


2,404 
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2,040 


2,014 
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1,825 


1,997 


2,011 


и 


1,25 


2,429 


2,286 


2,057 
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4,126 


1,839 


2,013 


2,027 


т 


1,26 


2,454 


2,307 


2,075 


2,047 
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1,852 


2,029 


2,043 


& 


1,27 


2,479 


2,329 


2,092 


2,064 


4,266 


1,866 


2,046 
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>» 


1,28 


2,504 


2,351 


2,110 


2,082 


4,338 


1,880 


2,063 


2,078 


РС 


1,29 


2,530 


2,373 


2,128 


2,100 


4,412 


1,895 


2,080 


2,095 


1,30 


2,557 


2,396 


2,147 


2,118 


4,488 


1,909 


2,098 


2,113 


н 


1,31 


2,584 
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2,166 
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1,924 
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4,728 
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ф 
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2,490 
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4,812 


1,970 
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Р4 


1,35 


2,698 


2,515 


2,244 


2,213 


4,898 


1,986 


2,193 
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Н 


1,36 


2,728, 2,540 


2.265 


2,233 


4,987 


2,002 


2,212 


2,228 


еб 


1,37 


2,758 2,566 


2,286 


2,253 


5,078 


2,019 


2,232 


2,248 


« 


1,38 


2,789 2,592 


2,307 


2,274 


5,171 


2,036 


2,252 


2,269 


1,39 


2,820 2,619 


2,329 


2,295 


5,267 


2,053 


2,272 


2,290 


О 


1,40 


2,852 2,646 


2,351 


2,316 


5,366 


2,070 


2,293 


2,311 


Н 


1Д4 


2,885 2.674 


2,374 


2,338 


5,468 


2,088 


2,315 


2,333 


рг^ 


1,24 


2,918, 2,702 


2,390 


2,361 


5,573 


2,106 


2,337 


2,356 




1,43 


2,952! 2,731 


2,427 


2,383 


5,682 


2,125 


2,359 


2,379 




1,44 


2,987 2,760 


2,444 


2,406 


5,794 


2,144 


2,382 


2,402 




1,45 


3,023 


2,799 
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2,430 


5,909 


2,163 


2,405 


2,426 




1,46 


3,059 


2,820 


( 


г,493 


2,455 


6,027 




2,182 


2,429 




2,450 
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1 
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:Ь 


г< 
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1,45 


3,023 


2,799 
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2,430 


5,909 


2,163 


2,405 


2,426 




1,46 


3,059 


2,820 


2493 


2,455 


6,027 


2,182 


2,429 


2,450 




1,47 


3,096 


2.851 


2,518 


2,479 


6,148 


2,202 


2,453 


2,475 




1,48 


3,133 


2;883 


2,544 


2,504 


6,272 


2,223 


2,478 


2,500 




1,49 


3,171 


2,915 


2,571 


2,530 


6,400 


2,244 


2.503 


2,525 




1,50 


3,211 


2,948 


2,598 


2,556 


6,533 


2,256 


2;529 


2,551 




1,51 


3,251 


2,982 


2.625 


2,583 


6,67 


2,286 


2,556 


2,58 




1,52 


3,292 


3,016 


2,653 


2,610 


6,81 


2,308 


2,563 


2,60 




1,53 


3,334 


3,052 


2,682 


2,638 


6,96 


2,331 


2,610 


2,63 




1,54 


3,377 


3,088 


2,711 


2,667 


7,11 


2,354 


2,638 


2,66 




1,55 


3,421 


3,124 


2,741 


2,696 


7,27 


2,378 


2,667 


2,68 


еб 


1,56 


3,466 


3,162 


2,772 


2,726 


7,43 


2,402 


2,696 


2,72 


^ 


1,58 


3,512 


3,200 


2,803 


2,756 


7,60 


2,426 


2,726 


2,75 


О 


1,59 


3,559 


3,240 


2,835 


2,787 


7,77 


2,451 


2,756 


2,78 


ч 


1,57 


3,607 


3,280 


2,868 


2,819 


7,95 


2,477 


2,787 


2,81 


о 


1,60 


3,656 


.3,321 


2,901 


2,852 


8,13 


2,503 


2,819 


2,84 


н 


1,61 


3,707 


3,363 


2,935 


2,885 


8,32 


2,530 


2,852 


2,88 


о 


1,62 


3,759 


3,406 


2,970 


2,919 


8,52 


2,558 


2,886 


2,92 


и 


1,63 


3,812 


3,450 


3,006 


2,954 


8.73 


2,586 


2,920 


2,95 


^ 


1,64 


3,866 


3,495 


3,043 


2,990 


8,94 


2,615 


2,955 


2,99 


к) 


1,65 


3,922 


3,541 


3,081 


3,027 


9,16 


2,645 


2,991 


3,02 


1,66 


3,979 


3,589 


3,119 


3,065 


9,39 


2,675 


3,026 


3,06 


1,67 


4.037 


3,636 


3,158 


3,103 


9,63 


2,706 


3,064 


3,10 


Н 


1,68 


4,097 


3,687 


3,198 


3,142 


9,87 


2,738 


3,103 


3,14 


кЧ 


1,69 


4,159 


3,738 


3,240 


3,182 


10,13 


2,771 


3,143 


3,18 


1,70 


4,222 


3,791 


3,283 


3,223 


10,39 


2,805 


3,184 


3,22 




1,71 


4,287 


3,845 


3,327 


3,266 


10,67 


2,839 


3,226 


3,26 


р^ 


1,72 


4,354 


3,900 


3,372 


3,310 


10,96 


2,874 


3,269 


3,30 


» 


1,73 


4,422 


3,957 


3,418 


3,355 


11,26 


2,911 


3,313 


3,34 




1>74 


4,462 


4,016 


3,466 


3,401 


11,57 


2,948 


3,359 


3,39 


еб 


1,75 


4,565 


4,075 


3,515 


3,448 


11,89 


2,986 


3,405 


3,44 




1,76 


4,640 


4,139 


3,566 


3,497 


12,23 


3,026 


3,453 


3,48 


N 


1,77 


4,717 


4,197 


3,613 


3,547 


12,58 


3,067 


3,502 


3,53 


V 


1,78 


4,797 


4,266 


3,668 


3,598 


12,95 


3,109 


3,553 


3,58 


г 


1,79 


4,879 


4,333 


3,724 


3,651 


13,34 


3,152 


3,606 


3.64 




1,80 


4,962 


4,402 


3,781 


3,706 


13,73 


3,196 


3,606 


з;7о 




1,81 


5,049 


4,474 


3,839 


3,762 


14,15 


3,242 


3,715 


3,76 
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1,81 


5,049 


4,474 


3,839 


3,762 


14,15 


3,242 


3,715 


3,76 


. 


1,82 


5,138 


4,547 


3,899 


3,820 


14,59 


3,289 


3,772 


3,82 




1,83 


5.231 


4,624 


3,961 


3,880 


15,05 


3,338 


3,831 


3,88 


1,84 


5,326 


4,702 


4,024 


3,942 
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« 


1,85 


5,424 


4,783 
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4,006 


16,05 


3,439 


3,955 
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н 


1,86 


5,526 


4,866 
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4,073 


16,59 


3,492 
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4,07 


О 


1,87 


5,630 


4,953 


4,227 


4,142 


17,16 


3,547 


4,087 


4,13 


ё 


1,88 


5,739 


5,042 


4,300 


4,213 


17,75 


3,604 


4,156 


4,20 


§ 


.1,89 


5,852 


5,134 


4,375 


4,286 


18,37 


3,663 


4,227 


4.27 


1,90 


5,968 


5,230 


4,453 


4,362 


19,03 


3,724 


4,301 


4;35 


^ 


1,91 


6,089 


5,329 


4,533 


4,440 


19,71 


3,787 


4,378 


4,42 


^ 


1,92 


6,215 


5,432 


4,616 


4,520 


20,43 


3,853 


4,458 


4,50 


^ 


1,93 


6,345 


5,538 


4,702 


4,604 


21,20 


3,922 


4,541 


4,59 


Ф 


1,94 


6,480 


5,649 


4,792 


4,692 


22,01 


3,994 


4,627 


4,67 




1,95 


6,620 


5,759 


4,886 


4,784 1 22,89 


4,066 


4,716 


4,76 
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1,96 


6,766 


5,884 


4.983 


4,880 23,81 


4,140 


4,808 


4,85 


2 


1,97 


6,918 


6,008 


5;084 


4,979 


24,79 


4,220 


4,904 


4,95 




1,98 


7,076 


6,137 


5,189 


5,082 


25,83 


4,303 


5,004 


5,06 


^|^ 


1,99 


7,241 


6,272 


5,299 


5,184 


26,87 


4,389 


5,109 


5,17 




2,00 


7,413 

1 


6,413 


5,413 


5,295 


28,04 


4,479 


5,218 


5,28 




1 



§ 8. Растяпванхе н сжимаЕхе стержней изгнбаеиыхъ соб- 
отвенныиъ вЪсоиъ. 

Теперь мы можемъ обратиться къ р4шен1ю нашихъ задачъ 
и будемъ посл'бдовательно разсматривать ж^ частные случаи. 

Первый случай. Между отстоящими другъ отъ друга на 
разстоян1е 21 шарнирами А и В укр'бпленъ въ недеформиро- 
ванномъ, т. е. прямомъ, несжатомъ и нерастянутомъ, состояши 
стержень, собственный в'Ьсъ коего равенъ ^ на погонную еди- 
ницу длины. Естественная длина его конечно также равна 21. 
При освобождеши его отъ подмостей онъ немедленно прогнется 
отъ собственнаго в'Ьса и всл'Ьдствхе этого будетъ стремиться 
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уменьшить свой пролетъ. Неподвижные шарниры Л е В этого 
не допустятъ и въ стержн'Ь немедленно должно появиться ра- 
стягивающее усид1е Р. Это усид1е Р должно растянуть стер- 
жень на ту длину, на какую уменьшился бы его пролетъ отъ 
прогиба (съ точностью до безконечно малыхъ высшаго порядка). 

Итакъ стержень будетъ находиться подъ д'Ьйстваемъ двухъ 
силъ: собственнаго в^са ^ и неизв^стнаго намъ пока растяги- 
вающаго усил1я Р. Для опред'Ьлен1я этого посл'Ьдняго мы 
им4емъ услов1е: Пролетъ изогнутаго стержня долженъ быть 
равенъ первоначальной у естественной его длингь 21 т. е. фор-, 
мулируя въ несколько иномъ вид*: относительное укорочете 
отъ прогиба должно равняться относительному удлиненгю отъ 
растяженья. 

Какъ мы вид-бли, относительное укороченье отъ прогиба ^ 
равняется 2 /'^\^ 

^ = 3 и) ' 

гд-Ь г есть стр&[а прогиба въ данномъ случа'б отъ собственнаго 
в^са и растягивающаго усил1я Р. Мы только что показали, 

что - 

|А • Г, 

^ 2 ., РГ 

' ~ 24: ^Е^ 

есть стрела прогиба отъ собственнаго в^са въ отсутствии про- 
дольной силы Р. 

Съ другой стороны изв'1стно, что относительное растяжеше 
отъ д^иств1я силы Р выражается формулою 

._Р_ 

гд1к <м площадь поперечнаго сбченья. 

Для опредФленья силы Р мы ин^еиъ условие 
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которое переписываеиъ въ вид'1 



2 ./Л^__^ 

3 ^ [г) - Е<^ 



или для удобства вычислен1Й въ численнныхъ прим']^ра2:ъ въ 

Такъ какъ [х^ есть функцгя отъ 6^, а всЬ остальныя вели- 
чины не зависятъ отъ Р или, что все равно, отъ 6^, то урав- 
'нен1е (*) будетъ съ однимъ неизв'Ьстнымъ 6\ Такъ какъ зави- 
симость между (х^ и 6^ мы задаемъ практически таблицею I, 
то р4шать уравненхе (*) придется по способу послФдователь- 
ныхъ приближешй. А найдя в% удовлетворяющее у равненью (*), 
сейчасъ же найдемъ и соответственное значенхе растя гивающаго 
усил1я Р. Для уяснен1я хода выкладокъ р^шимъ численный 
прим^ръ 

Возьмемъ связь 4 х 4 х ^/в' ^^^ которой ^Б= 85,10*; 
е/ = 4,308; «> = 2,873; I = 127; ^ = 0.0226. 

Эта связь между прочимъ разсмотр^на Г. Н. Соловьевымъ 
въ его зам^тк^: „По поводу статьи инженера Б. Зотикова: 
«о способ* разсчета связей въ желФзныхъ мостахъ»". 

Уравненхе (*) передишемъ въ вид* 

^1x' = Бе^ 
Вычисляя л ш в им^емъ 



Л = 0.000004625, Б = 0.00009295. 
Цоэтому уравненхе (*) перепишется въ вид* 



^ = 20,1. 



Для р4шен1я этого уравненхя надо воспользоваться таблицею!. 
Ясно, глядя на таблицу, что -^ будетъ равно 20,1, когда 
6'^ приблизительно равно 0.048. 
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Припоминая, что 6^ = -^найдемъ что Р= 10,9 пуда. 

Итакъ пока точки А т В сохраняютъ свое разстоян1е 
2^ = 264'', наша связь, провиснувъ отъ собственнаго, в-Ьса бу- 
детъ вытянута съ силою 10.9 пудовъ, стягивая съ тою же 
силою точки шарнирнаго закрепленья ея концовъ А ^л В. 

Вычислимъ также для этого примера стрелу прогиба, изги- 
бающш моментъ по середин'б пролета и наибольшее напряжеше. 

Стрела прогиба 

е = [X /•; 

для нашего численнаго примера им'^емъ приблизительно изъ 
таблицы соответственно 6^ = 0,05 

|х = 0.980. 
Стрела прогиба отъ одн^хъ поперечныхъ силъ 

следовательно, 

8 = 0,980 X 0,3345 = 0,328"; 

взгнбаюпци моментъ но середине пролета 

гд']^ значен1я ко9ффиц1ента 

вс ПЬ — \ 
\ — 

соотв4тственныя значешямъ 6' = ^ даются таблицею I этой 
статьи, а моментъ отъ одн^хъ поперечныхъ силъ 

N, = 1^1', 

соответственно в^ = 0,05 им4емъ Х = 0.979. Съ другой сто- 
роны 

^^0 = 182,25 пд,-дм. 



поэтому д^^ ^ ^^^^д ^ ^^2,25 = 178,4. 
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Напряжете по середине пролета легко найдется по формул'б 

^** Р=10,9 и Жо = 178,4, 

причемъ въ случа'6 несимметрической связи, надо разсматривать 
различныя ТГ для верхней и нижней кромокъ. Такъ какъ 
связь вынута, то для верхней кромки 

а для нижней кромки 

и нужно взять большее изъ В^ и В^. 

§ 9. Второй случай, Предположимъ, что отъ какой нибудь 
вн']^шней причины точки Л ш Ву между которыми шарнирно 
укр']^пленъ нашъ стержень, сблизились на 2 А/, такъ что раз- 
стояше между ними стало 21 — 2А1. Поэтому фактическое уко- 
рочен1е горизонтальной проекщи стержня есть у . Такъ какъ про- 
гибь отъ собственнаго вйса также способствуетъ уменьшетю 
пролета, то совершенно неизв^тно, окажется- ли уменьшенхе 
пролета на 2А^ совершенно безразличнымъ для стержня, или 

вызоветъ въ немъ растягивающее или сжимающее усил1е; все 

м 
зависигь отъ величины у • 

Назовемъ то неизв'бстное усил1е, которое появится въ 
стержне, чрезъ ^ а его численное значеше черезъ Р и усло- 
вимся считать ^=^ Р, если усил1е окажется сжимающимъ и 
^ =^ — Р, если усил1е окажется растягивающимъ *). 

Относительное уменьшенхе пролета отъ появленхя продоль- 
ной силы будетъ ^ . Это будетъ действительно укорочеше, 
если усил1е окажется сжимающимъ, и будетъ напротивъ того — 
удлинеше, если усил1е окажется растягивающимъ. 

*) Такое услов1е удобнее для прим'Ьненш нашихъ формулъ. Оно бу- 
детъ изн'Ьнено при переработк'Ь въ стройную систему излагаемой теорш 
сложнаго сопротивлен1я. 
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Укорочеихе горизонтальной проекц1И стержня (относитель- 
ное) отъ прогиба есть какъ мы видели 



=§(-0 



2 

1^' 



Дл^ опред!&1ен1я 1веизв^6стнаго усил1я ^ ии'Ьеиъ услов1е: 
фактическое укороченге пролета должно быть равно суммгь 
укорочены отъ прогиба и отъ союатгя, т. е. 

гд'Ь ^ ыожетъ оказаться н ноложительныыъ и отрицательнымъ 
и сообразно этому \^. больше или меньше 1. 

Для уяснен1я хода разсчетовъ сд'Ьлаемъ н'Ьсколько числен- 
ныхъ прим^^ровъ, гд'б объектомъ будетъ служить все таже связь 
Г. Н. Соловьева. 

:2-й примтьръ. Предположимъ, что связь должна была умень- 
шить своп пролетъ на 0,004 дм. Посмотримъ, какое продоль- 
ное усил1е ^ въ ней при этомъ появится. 

Такъ какъ 2 Д/ = 0,004, то 

М 0,002 

-у = ~-27~ = 0,00001575 

кром'б того, какъ мы уже вид^^и, 

; = 0,0000046 |х^ 

Посл4дшй членъ формулы -^ мы представимъ по прежнему 
въ вид'6 0,000093 6% прич мъ однако величина 6^ можетъ 
выйти и отрицательной. Такимъ образомъ уравнеше для опре- 
д4лен1я ^ или 6^ будетъ 

15,75 = 4,6 \к' -н 93 Ь\ 

Прежде всего надо р'бпшть, им^емъ-ли мы д'Ьло со сжапеиъ 
или растяжешемъ; для этого достаточно предположить, что [д. = 1 
и тогда сразу будетъ видно какой знакъ будетъ у 0\ Мы, оче- 
видно, имФемъ д:6ло со ежатхемъ. 

Фанъ-деръ-Флитъ. 4 
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Полагаемъ для перваго 11риближен1я (х = 1 , тогда 

^ ~ 93 -^'^^• 

Соотв-Ьтственно 6* = 0,12 находимъвъ таблиц* II дсжат1е и соб- 
ственны! в'Ьсъ" |х'^ = 1,100. Подставлял въ уравнеше получаеиъ 

10,69 = 93 6^ 

откуда 0^ = 0,115. Соответственно этому находимъ интерполя- 
ц1еп |х^= 1,096. Подставляя въ уравнеше, найдемъ 10,71 =936% 
откуда снова 0^ = 0,115. Такъ какъ б^ = ^7~^ ' то ^ = 
= Р= 26,1 пуда. Итакъ при укорочеши пролета на 0,004 дм. 
въ связи появится сжимающее усил1е въ 26,1 пуда. 

3-й примгьръ. На страницахъ 6 и 7 своей заметки: „По 
поводу статьи инженера Ё. Зотикова: О способе разсчета свя- 
зей въ жел^зныхъ мостахъ", Г. Н. Соловьевъ опредФляетъ для 
связи 4 X 4 X 78^ длиною 254" усилхе отъ укорочеп1я ея про- 
лета на 0,032". РФшимъ тотъ же прим4ръ при помощи при- 
веденныхъ въ этой стать'Ь таблицъ. 

Уравнен1е нами уже составлено; это 



^^ 2 /А , 






1 1^]^ = 0,000004625 и ^^ = 0,00009295 6^ 
М 0,016 



гд%, какъ мы уже вычислили, 

2 
3 

.^!=^;" = 0.««0126. 

Умножая его на 10^ им^емъ 

126 = 4,625 [х' -ь 92,95 Ь' 

Ясно, что 0^ должно быть > о и что мы им^емъ д'Ьло съ сжа- 
Т1емъ. Глядя на таблицы II и III видимъ, что уравнению удо- 
влетворитъ 0^ больше 1, беремъ наугадъ 6^ = 1,20 и соответ- 
ственно сему |х^ = 3,8. Подставляя это значеше [х^ въ наше 
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уравнеше, находинъ 

,^, 126-4,6X3,8 108,5 , ,^ , . 

9 = ой = оп =1,17 (приблизительно) 

Соответственно 6' = 1,17 находимъ [л' = 3,630, подставляемъ 
въ уравнеше и, вычисляя точнее, ваходииъ 

126-4,6 25X3,63 
^= 92;95 -— =1Д75 

Соответственно этому [х^ == 3,658. Тогда по уравнешю 

126-4.625.3,658 
"~ 92.95 —1.1'* 

Такимъ обрааомъ 

^ = Р = —р— = 1 . 174 X 227 = 266 пудовъ. 

Г. Н. Соловьевъ нодучилъ 269 пудовъ. 

Н'Ьтъ надобности доказывать, что употреблен1е нашвхъ таб- 
лицъ даетъ громадный выигрышъ во времени, большую точность 
и ув'Ёренность при вычислен1яхъ; это само собою ясно. 

§ 10. Третгй случай. Между точками Л л В^ отстоящими 
другъ отъ друга на 21, укр-Ьпленъ (шаряирно) стержень, уже 
прогнувш1йся отъ собственнаго в4са. 21 есть длина его гори- 
зонтальной проекщи, а длина дуги его равна 

21, = 2/ ч- 2/ 1(^1' , 

гд:Ь /' есть стрела прогиба отъ собственнаго в-бса. 

Сблвзимъ Л и В ва. 2А/; тогда стержень окажетъ реакц1ю 
этому сближешю и задача состоитъ въ опред'1лен1и этой реак- 
щи Р. Новое разстоян1е точекъ Л и В есть 2 (I — Д^), а но- 
вая стр'Ьла прогиба есть е. 

Отъ появлешя сжимающаго усил1я Р длина 21 , оси стержня 

Р21 

и ея проекщи уменьшится на -^ ; отъ прогиба г пролетъ умень- 
шится на 2/, 3 (т^ . Съ точностью до безконечно малыхъ вые- 
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шаго порядка можно очевидно положить 

Для полученгл новаго пролета 21 — 2А1 нужно изъ перво- 
начальной длины стержня 2^^ вычесть укороченге отъ ежа- 
тгя -^ и укороченге отъ окончательнаю прогиба 21 -^ {^^ • 

Такимъ образомъ 



21 
но 



2/е\2 Р 

21, = 21 ^21 1(^1- 



Поэтому, вычитая изъ об^ихъ частей равенства по 21 и и'Ьняя 
знакъ, получаемъ 

Д'Ьля об'б части на 21 и замечая, что 









весЬ — 1 — 


6' 
2 




6 = |а/. 


, гд4 |х = 


2> 


получав 


иъ уравнен1е 










М 2 
1 ~ 3 


((П^-- 


-^}^Е<. 


» 


въ которомъ, какъ и 1 


прежде, посл^^дв1в членъ 


пе 


вид-6 


Р 


РР 3 

~ ЕЗ Рш ' 







РЬшимъ два численныхъ при1г6ра, вподн'б соотв|^тствующих1| 
прим^рамъ 2 и 3. Вся разница съ ними будетъ въ томъ, что 
до сближен1я точекъ ^ и ^5 мы предполагаемъ укр'Ьпленный 
между ними стержень уже погнувшимся отъ собственнаго в-Ьса 
и не подверженнымъ никакой продольной сил'6. 
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4-^ примпръ. Вм'1сто уравненхя 

15,75 = 4,6[х'-+-93в% 

откуда ыы нашли 0^ = 0.115 т. е. Р = 26,1 пуда, будемъ 
им^ть уравнен1е 

15,75 = 4,6 [1х^— 1]-|-93е^, 

^^^ 20,35 =. 4,6 [хГ-н 93 6% 

откуда сейчасъ же получимъ помощью двухъ приближешй 
в^ = 0,162 т. е. Р = 36,6 пуда, ЬМкоторыя комментарш мы 
дадимъ въ слфдующбмъ прим^р^. 

5'й примтьръ. Между точками ^. и Р (^.Р=254") пом4- 
щенъ стержень, прогнувппися отъ ообственнаго в:6са, такъ что 
горизонтальная проекщя его изогнутой оси какъ разъ равна 254". 
Пока точки ^ и Р не покндаютъ своихъ м^Ьстъ, въ стержне 
н:Ьтъ никакого продольнаго усилк. Какъ только ^. и Р сбли- 
зятся на 0.032'', въ стержн^^ появится неизвестное нахъ пока, 
но наверное сжимающее усилхе Р, для определбН1я коего мы 
будемъ им^ть уравнеше 

• 126 = 4,625 ((х^ — 1) -ь 92,95 6% 
^^^ 1 30,625 = 4,625 {х^ = 92,95 Ь\ 

Для перваго приближенхя возьмемъ 6^ = 1,20; тогда {х^ = 3,8. 
Подставляя это значеше (х^ въ уравнен1е найдемъ 6^ = 1,21. 
Соответственное значеше [х' есть 3,865. Подставляя въ ура- 
внете и вычисляя точнее, получимъ опять 6^ = 1,21, следо- 
вательно, ^ = Р= 1,21 X 227 = 274,3 пуда. 

Замечан1е. Не безынтересно проследить хотя бы на част- 
номъ примере все той же связи, какъ сказывается на ве- 
личине продольнаго Усил1я различхе въ условхяхъ закрепле- 
Н1я втораго и третьяго случаевъ. Для этого достаточно срав- 
нить значенхе б,'*, получающееся изъ уравнешя (1), относя- 
щагося къ первому способу закреплешя (второй случай) 

г = ^[х/^н-Ре,^ (1) 

со значешемъ 6,% получающимся при томъ же значеши г изъ 
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уравнешя (2), относящагося ко второму способу закр^пленк 
(трепй случай) 

г = Л{1^,' — 1)^ВЬ,' (2) 

При этомъ ^ и ^ мы должны оставлять неизменными, а г бу- 
демъ м']^нять сообразно разнымъ величинамъ уменьшенхя пролета. 
При увеличенш г будутъ возростать и величины 6,^, Оз^) 
[^1% ^-2^) но при этомъ надо им4ть въ виду сл4дующ1я обстоя- 
тельства: |X^^ есть фуНКЦ1Я ОТЪ 6,% (Хд^ — ОТЪ Ь^^\ КрОМ* ТОГО 

въ выражен1е |х входить зес 6, поэтому при приближеши 6^ 
къ значен1юГ|) = 2,468, |х и |х^ возрастаютъ неопределенно; 
а отсюда слЬдуетъ, что по мфр* увеличешя (х^^ и [^^'^ одной 
и той же разности между ними будутъ соответствовать все 
меньш1я и меньш1я разности между 6^^ и 6^^ (см. таблицы П и 1П). 
Вычитая (1) изъ (2) находимъ 

Б(6./-6/) = ^{1_(|х%-,х,^)) . . . (3) 

Уравнен1е (3), какъ следств1е (1) и (2), само собою удовле- 
творяется при всякомъ выбранномъ г по подстановке въ него 
решешй (1) и (2). Оно намъ нужно только для . обяаружешя 
некоторыхъ свойствъ явлен1я. 
Какъ не трудно видеть, всегда 

бз^ > 6^^ И следовательно |х/ > |1^^; 

уравнен1е же (3) показываетъ кроме того, что 

1 — ([Х2^ — (х,^) > о т. е. (1.2^ — |х,^ < 1 . 



Но если бы даже я могло случиться, что (х^'^ — [х, = 1, 
то и тогда мы могли-бы достаточнымъ увеличешемъ 6,^ и б^' 
(конечно также и [х,^ и (л^^), т. е. достаточнымъ увеличенаемъ г 
въ ур. (1) и (2) достичь того, чтобы разность 63^ — 61' вышла 
сколь угодно малою. 

А разъ это выяснено, то не трудно уже придти къ заклю- 
чен1Ю, что, по М7ьргь увеличешя сжатгя; разность между вызы- 
ваемыми имъ продольными усилгями при томъ и другомъ спо- 
собП} закргьпленгя дгьлаешся все ментье и менп>е. 
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Это же подтверждается и сл'Ьдующею таблицею, составлен- 
ною изъ данныхъ и резулътатовъ численныхъ прим^ровъ: 



Величина сжат1я. 


Усид1е при второнъ 
способ-Ь закр^плешя. 


Усил1в про иервоиъ 
способ* закр*илвн1я. 


Разность 
между ними. 








— 10,9 пуд. (раст.) 


10,9 


4,6 X 10-^ 


10,8 пудовъ 





10,8 


15,76 X 10- « 


36,6 „ 


26,1 пудовъ 


10,5 


126 X 10-« 


274,3 „ 


267 „ 


7,3 



§ и. 4'й случай. Стержень длины 2/ закр'Ьпленъ въ пря- 
момъ недеформированвомъ состояши между шарнирами ^. и ^?, 
которые зат'бнъ раздвигаются на 2А/, а стержень освобождается 
отъ подмостей. Немедленно онъ прогнется на з и въ немъ разо- 
вьется растягивающее усил1е Р, которое мы должны опред'Ьлить, 
и которое и производить необходимое удлинен1е оси стержня. 

Первоначальная длина стержня 21\ отъ прогиба г пролетъ 
уменьшился на 21 -^(^^ , а отъ растяженхя неизвестною силою Р 

увеличился на 21^^. Эта измененная длина пролета должна 
равняться 21 -н 2А1. Итакъ 

/е\2 Р 

(т) -^2г;;^ = 2г + 2Л/ 



21 — 


-1 


или 


д; 




1 


а замечая, что 





~ тЕ 3 \Т) ' 



гд'б /* стрела прогиба отъ собственнаго в^са, что 

И что Ы 

-- = г = относительное удлинеше пролета, 

получаемъ окончательно для определеши Р или 0^ уравнеше 
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Стоящ]я зд^сь числениыя эначен1я функщй 

6' 
8скЬ — 1 н- 1г 

|Х = И {Х^ 

24 "^ 
даются таблицею I. 

Для уяснен1я хода вычислен!! сд'Ьлаемъ несколько числен- 
ныхъ прим^ровъ, относящихся, для простоты вычисленш, все 
къ той же связи. 

б'й примгьръ. Предположимъ, что эта связь должна увели- 
чить свой пролетъ на 0,0004". Какое продольное усилхе въ 
ней разовьется? 

Им^^емъ 

Д/ 0,002 
г = у = ^ = 15,75.10-^; 

какь мы вид^^ли въ 3 прим^Ьр^ 

I Ш^ = 4,625. 10-« ^ г^ = 92,95. 10-«- 

Поэтому основное уравненхе есть 

15,75 = 92,95 6^ — 4,625 1х\ 

Смотримъ столбецъ [х^ таблицы I „изгибъ й растяжеше^ и для пер- 
ваго приближешя беремъ (х = 1; тогда 

«• = ''•'' :; *•''' = 0,22. 

Соответственно 6^ = 0.22 находимъ |х^ = 0,840 и вычис- 
ляя точнее находимъ 



15,75 -н 3,885 



^^= 92.95 =^'^^^^' 

Соответственно 6^ = 0.2112 находимъ, интерполируя, |1^ = 
= 0.845^ а тогда 
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П0Э1Г011у 

Р = =а- 6^ = 227 X 0.2115 = 48 пудовъ. 

Итакъ егержень будетъ растянуть съ силою 48 пудовъ. 
7-ой примгьръ. Пусть теперь 2А1 = 0,020, тогда • 

^ = ^ =78,74 10-^ 

Уравнен1е для окред^ленхя 6^ есть » 

78,74 = 92,95 6^ — 4,625 |^^^ 

Такъ какъ |л^ < 1 , то сразу видно, что 6^ неиногимъ мень- 
ше 1, а потому для перваго приближенгя возьмемъ наугадъ 
(х' = 0.55, тогда 

^, 78;74н-2,55 81,3 ^ ^„, 

в^ = 93 ^ = 1^ = «-«^*- 

Соответственно сему находимъ |х^ = 0.544, а тогда, вычисляя 
снова найдетъ тоже значеше 6^ = 0.874. 

Растягивающее усилхе Р = 227 X 6^ = 198,4 пуда. 

§ 12. 5'Ый случай. Изм'Ьнимъ теперь услов1е закр'6плен1я. 
Стержень, прогнувш1йся отъ собственнаго в^са, шарнирно укр'&п- 
ленъ между точками Л н В, разстояше между -которыми == 21. 

Длина его оси несколько больше, а именно: 



2'. = 2ф-з (()'}. 



гд*! /* стрела прогиба отъ собственнаго вДса. 

Удалимъ теперь Л я В еще на 2А^, немедленно въ стержне 
появится растягивающее усилхе и стрела его прс№иба умень- 
шится и будетъ не Д а з = (х Д гд4 

6^ 



|Л = 



5сА 6 — 1 _ 2 



А 6^ 
24 



Горизонтальная проекщя ивогнутой оси стержня будетъ те- 
перь 21 + 2АЛ 
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Какъ же получить эту величину изъ первоначальной длины 
стержня 2/,? Во первыхт» 2/, нужно укоротить сообразно про- 
гибу е и во вторыхъ увеличить сообразно появившемуся неиз* 
в'бстному раетягиваЕощему усил1ю Р. Тогда получился 



гд4 

Такъ какъ величины 






(О' '(Я' 






весьма малы, то при перемножеши мы ограничиваемся лишь 
первыми степенями вхъ, отбрасывая ихъ произведен1я. По 
этой же причин* мы можемъ писать \т\ вм-^^сто \т) . Такимъ 
образомъ 

Эта последняя величина и должна равняться 21 -ь 2Д/. 
Приравнявъ, получимъ уравнеше для опред-блетя Р 

или 






гд* г относительное увеличенхе пролета. 

Р^шимъ два численныхъ први'Ьра, вполне отв'Ьчающихъ 
прим^рамъ € и 7. 

Примгьръ 8. Увеличенхе пролета на 0.004". 

Уравнеше будетъ 

15,75 = 4,625 { 1 — (х^} -н 92,95 6\ 

Для перваго приближенья возьмемъ наугадъ (х^ = 0.9; 
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Соответственно б" = 0.17 ин-бень {!' = 0.872, тогда 

Дальн^йшвхъ поправокъ д'Ьлать ие стоитъ, выйдетъ тоже 
самое. Растягивающее усидхе Р = 227 х 0.163 = 37 пудовъ. 

При первомъ способ'Ь закр:Ьплен1я усил1е было 48 пудовъ, 
т. е. больше на 11 пудовъ. 

Прим^ьръ Л 2Д^ = 0.02''. Основное уравнеше 

78.74 = 4,625 (1 — }а') -ь 92,95 6^ 

Для перваго приближенья возьиемъ наугадъ |х'^ = 0.6 (т. к. 
6^ должно быть большое). 

'°™, ,.^^1:1^:^ = ,.,,. 

Соответственно 6^ = 0.82 им-Ьемь |х^ = 0.562, а 1 — |х^ = 
= 0-436, а тогда 

Растягивающее усилге Р — 227 X 0,8254 = 187,4, тогда какъ 
при первоиъ способе закр1Ьплен1я было 198,4 т. е. на 11 пу- 
довъ больше. 

§ 13. Замгьчате. Вычитая уравнеше 

относящееся къ первому способу закр^плешя, изъ уравнешя 

' = 1(т)1'-''''Кй<''>'. • ■ • (2) 

относящагося ко второму способу закр4плен1я, и считая въ нихъ 
г одинаковыиъ, получимъ уравнеше 

и)/ 



(«■-".■)=|(0 -1(9 *}.•'-"■■ Г <»> 

Зд^сь 0,^ удовдвтворяетъ уравнешю (1) и в,'— уравнвшю(2). 



./» 



— бо- 
не трудно усмотреть, что 

6^^ > б^' и что наоборотъ |х,^ < (х^^ . 

Увеличивая «, мы увеличиваемъ 6/, 63% и уменьшаемъ |х^* 
и (х^^ и еще быстрее разницу между этими посл^^дними. При г 
достаточно большомъ (Хз' — (х,^ сколь угодно малая положитель- 
ная величина. 

Поэтому максимальное значеше правой часть равенства (3) 
есть ^ Гу1 , а отсюда сл4дуетъ, что разница между растягиваю- 
щими усил1ями Р^—Рз ири томъ и другомъ способахъ закр^п- 
лешя никогда не можетъ превзойти предала о) ^5^ ^(т) ' ^ ^*" 
шемъ численномъ прим^^р'Ь 11,3 пуда; подходитъ къ этому пре- 
делу при увеличен1и растяжен1я, когда стержни вытягиваются 
чуть не до прямой лиши, и удаляется отъ него, безпред&кьно 
убывая при увеличении сжапя, Д'Ьлаясь нулемъ, когда сжимаю- 
Щ1я усил1я достигнутъ предБльнаго значенья 2р~ > ^^Р^ ''®^''* 
в(Л формулы теряютъ смыслъ. 

Полезно отдать себ^^ отчетъ въ томъ, какое механическое 
зяаченхе им4етъ это предельное значеше разности усил1Й фЕ 
-^ (~) , Припомнимъ для ЭТОГО) что при второмъ способ* эа- 
кр']Ьплешя стержень длин^ нежели при первомъ на 2^ ^ (у/* 
Вообразимъ себе два невесомыхъ (или положенныхъ на катни 
по всей длин*) прямыхъ стержня гЬхъ же разм'Ьровъ и съ тою 
же разницею длинъ. Растянемъ ихъ оба или сожмемъ (не по- 
зволяя выпучиваться) до одной длины^ можно между прочимъ, 
не трогая бол:Ье длиннаго, дотянуть до его длины болФе коротюй 
или наоборотъ, не трогая короткаго, сжать до его длины бол^е 
длинный. Всегда разность усилхй, которыя нужно для этого 
приложить къ стержнямъ окажется равною «> . ^Е^ . г, гд* г есть 
разность относи тельныхъ деформащй, а эта разность очевидно 
равна первоначальной, относительной разности ихъ длинъ, т. е« 
^ ( у 1 . Наши разсужденхя показываютъ, что, когда стержни 
нашихъ прим'Ьровъ вытянуты очень сильно, то они подходятъ 
въ этомъ отношеши къ услов1ямъ неподверженныхъ собствен- 
ному кЬсу и наоборотъ, ч^мъ при сжат1и ихъ до одииаковыхъ 
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пролетовъ бодъте онв согнуты, т^мъ меньше сказывается на 
прододьноиъ усил1И первоначальная разность ихъ длинъ. 

§ 14. Теорема объ нзщбающежъ моиентЪ ж стрЪл^Ь прогиба 
отъ совиЪетнаго д(йств1я всФхъ разсиотрЪнныхъ наш нагру- 
зокъ I продольной силы. 

Въ случа:Ь сови'бстнаго д'Ьйствхя продольной сжимающей 
или растягивающей силы съ одной изъ разсмотр'бнныхъ нами 
нагрузокъ {равном'Ьрной, сосредоточеннаго по сбредин^ пролета 
груза или нагрузки по^закону соз ^}у вычисленные нами таб- 
лицы сразу даютъ полный изгибающ1Й моментъ и стр'Ьлу про- 
гиба по т^мъ же величинамъ въ отсутств1и продольной силы. 
Для вс^хъ другихъ случаевъ могутъ служить неравенства, при 
чемъ предФльныя зшчещя коэффицгентовъ X и [х даются пер- 
выми столбцами таблицъ. 

Всяк1Й разъ однако, когда система поперечныхъ силъ при- 
ложенныхъ къ брусу представляетъ собою некоторую комбина- 
щю разсмотр^нныхъ нами нагрузокъ, вопросъ можно р-^^шить 
вполне точно при помощи гЬхъ же таблицъ. 

Пусть продольная сила есть ^ (при сжапи она > О, при 
растяжеши < О) и пусть стр-^лка прогиба отъ всей совокуп- 
ности силъ есть е. Тогда полный изгибающ1Й моментъ по сере- 
дии'б пролета есть 

М, = N, + ^г, (1) 

гд^ ^0 есть изгибающ1Й моментъ по середине пролета отъ 
всей совокупности поперечныхъ силъ. Пусть изгибающхй мо- 
ментъ отъ этихъ силъ въ любой точк4 М бруса есть ЕЛ^ (х), 
такъ что N^ = ^Е^Р (д), тогда, какъ мы видели, стрела про- 
гиба определяется формулою 

I 

е = вес а1 / Р {х) ^ -^йх ; . . . (2) 

о 
гд4 а^ = ^ можетъ быть и > и < О, т. е. а вещественнымъ 
или мнимымъ. Нужно только, чтобы везд* было у>0, т. е., 
чтобы упругая лишя не пересекала хорды стягивающей ея 
концы нигде кроме этихъ концовъ. 
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[Въ случа* растяженхя (^ = — Р, гд* Р > О и предыду- 
щая формула заключаетъ въ себ% формулу 

г=8еска1 I Р {х) с1х^ гд4 а^ = ^ ^ • 

о 

Пусть система поперечныхъ силъ можетъ быть представлена 
какъ совокупность н'Ьскольквхъ группъ, напр. какъ совокуп- 
ность равном'брной нагрузки, сосредоточеннаго груза и нагрузки 
по закону С08 -^ ; тогда и моментъ этой системы въ любой 
точк'Ь бруса распадется на моменты отъ каждой изъ составляю- 

щихъ группъ 

Е{х) = Р,{х)-^Р,{х)^Р,(х), . . . (3) 

гд4, напр., -Ра (л;) есть изгибающ1Й моментъ въ точк4 М (х) 
отъ сосредоточеннаго груза. 

Сообразно формуле (3) и определенный интегралъ выра- 
жен1я (2) распадется на 3 части 

г = г, -ь гз -+- 8з, (4) 

ри чемъ г, будетъ полная стр4ла прогиба отъ продольной 
силы ^ и равном:ЬрноЁ нагрузки, г^ — отъ силы ^ и сосредо- 
точеинаго груза, г^ — отъ силы С ^ нагрузки по закону сов 2/^- 
Отм'Ьтимъ т^ми же значками 1, 2, 3 вс^ величины, относя- 
Щ1ЯСЯ къ разсматриваемымъ 3*мъ группамъ поперечныхъ силъ. 
Тогда (4) можно переписать въ вид* 

гд* напр. Д есть стр4ла прогиба отъ одного сосредоточеннаго 
груза, а (Хз = — ,-~ соответственный коэффищентъ. 

3 

Полагая въ формул* (3) а;=0, получимъ изгибающ1Й мо- 
ментъ по середине пролета отъ всей совокупности поперечныхъ 
силъ и въ правой части отдельно моменты отъ каждой изъ 

^РУ°°^ ^^„ = лг,^^^г,-.^Vз, .... . .(6) 

где, напр. , К^ есть моменгь по середине пролета отъ сосредо- 
точеннаго груза. 
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На основаши (4) и (6) формула (1) даетъ 

или 

ж, = (^V, -4- (?е,) ч- (Л^, и- (2е,) -ь (ЛГ, ч- ^ез) = 

= М,-»-Ж, + ДГз, . . . . . (7) 

гд4, наар., Ж", = Л", -ь ^е, есть полный момеятъ совокупности 
сосредоточеннаго груза и продольной силы ^, но этотъ моиентъ, 
какъ иы знаемъ, равенъ 

^.— е • 

Формулы 

8 = е, -4-г,н-8з = (I,/, -Ь|х,/;-4-1Хз/;.- . .(4) 
и 

2Мо = Ж", -4- Ж", -ь- Мз = X, 2\Г, -ь X, 2У, -ь Х, ^У", . (7) 

гд'Ь вс4 X и |х отв4чаютъ одному и тому же значен1ю 6' = ^ , 
гласятъ: Полный изгибающгй моментъ {спьртьла прогиба] отг 
совмтьстнаго дгьШстогя продольной силы ^ и системы по- 
перечнихъ силг^ состоящей иаг нткольтхъ группъ (нацр. 
1-я группа — равномерная нагрузка, 2-я группа — сосредоточен- 
ный грузъ, 3-я группа — нагрузка по закону соз -^Л равенъ 
суммть изгибающихъ моментовъ (стргьлъ прогибовг) отг со- 
вмп»стнаю дгьйствгя каждой группы съ продольною силою ^. 

Для уяснен1я хода разсчетовъ сд'^^лаемъ одинъ численный 
прим4ръ: стержень длиною 21 = 254", съ моментомъ инерщи 
/ = 4,308 и коэффпщентомъ упругости -Е = 850.000 лежитъ 
на двухъ опорахъ и кром4 собственнаго вЬса 3^=0,0226 пуда 
на погонный дюймъ, подверженъ еще д']^йств1ю сосредоточен- 
наго по середин* пролета груза въ 20 пудовъ и сжатъ про- 
дольною силою въ 100 пудовЪо Навти стр'Ьлу прогиба и пол- 
ный изгйбаюпцй моментъ по середин'Ь пролета. 

Прежде всего находимъ 

100Х1^7^___^^^ 
~"85Х 10* X 4,308 ~' 
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ЗатФмъ по табмцаиъ I н II 
X, = 1,223; {1, = 1,220; X, = 1,178; ц, = 1,214. 



.N^ = ^^ 182,25 ПД.-Д11. лN^=-^X^= 1270 пд.-дм. 



Л =7^^=0,3345" 



Р 



24 Е^ 
Поэтому 

е, = ^^^^ ч- |л,Д = 1,220 X 0,3345" н- 1,214 X 1,861 = 2,67'' 



Мо = \,N,-^\^N, = 1,22ЪX 182,25+1,178X1270 = 
= 1719 пуд,-дм. 

Только что доказанныя теоремы стоять того, чтобы обратить 
на нцхъ особое внимал1е при чтен1и. 

§ 15. Теорема предидущаго § 4 позволяетъ съ особенной 
быстротой и удобетвомъ р^^шить следующую задачу, могущую 

представиться при подробномъ 

п мл изученш работы в^тровыхъ 

° связей и равсмотр11нную Г. 

С В Н- Содовьевымъ; и зд'Ьсь, 

какъ и во вс^хъ другихъ слу- 
чаяхъ, пользован1е таблицами 
заачешй коеффигцентовъ X и 
(Л, давая въ руки новое ору- 
д1е, д^лаетъ вполне доступ- 
ными инженеру практику т- 
к1я вычислешя, которые по своей м'бшкотности и продолжи- 
тельности иначе могли бы быть производимы лишь при чисто 
академическомъ обсужден! и вопроса. 

Разсмотримъ крестъ ЛВСВ горизонтальныхъ дхагональныхъ 
связей АВ и (71), совершенно тождественныхъ между собою, 
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подверженныхъ собственному 8*607 ^ н'бкоторыиъ продольнымъ 
свламъ (все равно сжимающимъ или вытягнвающимъ) и скле- 
паннь1хъ въ О. 

Пока продольная сила въ об'Ьихъ связяхъ одинакова, за- 
клепка О не исаытываетъ никакого вертикальнаго усйл1я. Но 
какъ только продольныя усил1я различны, заклепка О будетъ 
подвергаться некоторому вертикальному усил1Ю, такъ какъ въ 
свободномъ С0СТ0ЯН1И связи прогнулись бы неодинаково. 

Присутств1е заклепки можно зам']^нить приложен1емъ н'Ько- 
торой вертикальной сосредоточенной силы X направленной 
вверхъ для одной изъ связей и внизъ — для другой. Она д4- 
лаетъ прогибы об^ихъ связей одинаковыми, увеличивая прогибъ 
мен^е прогнувшейся д1агонали и уменьшая прогибъ бол^е про- 
гнувшейся. 

Обозначимъ величины, относящаяся кь д1агонали бол-Ье сжа- 
той {если об4 сжаты; — сжатой, если одна сжата, а другая 
вытянута, — менее вытянутой, если об4 вытянуты} значкомъ ", 
а другой — значкомъ '; прогибъ отъ собственнаго в4са чрезъ /^ 
а прогибъ отъ сосредоточенной силы X чрезъ Д и соответ- 
ственные коэффиц1ентьт чрезъ {л, и (х^, гд4 

|х\ = - — , гд4 въ свою очередь (Й*)^ = ^^гг * 

24 ^ ^ ^ значекъ к есть ' или " . 

(д (Ь') — (6*) ,, ^ 

{А% = -^-^ ^ - ^ =-{-Р для сжат1я 

- (6*)^ ^ = — Р для растяжешя. 

эти коэффащенты даются соответственными таблис^ами. 

Такъ какъ окончательные прогибы обеихъ д1агоналей равны 
одной и той же величине с, то на основан1и предыдущаго § 

для первой д1агонали, гд^ д-бйствуеть продольная сила ^", а 

е = 1^/ Л -ь 1^2' А, 

Фанъ-деръ-Флитъ. 5 
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для второй д1агонали, гд^ дМствуетъ сила, ^, а потому 

|*|" и — ^■!' л = \^х л -^ 1^,' л 

Такъ какъ 

. _ 5 ?Г 1_ X/' 

'' — "24 ^^ '' ''~ ь ш 



3 ^У {!,' -4- (1," '24 1^,^ 

1 Л 
3 Е^ 



Сокращая на ^ к\? > получинъ выражен1е неизвестной силыХ 



ГД& 2д1 есть собственный в'Ьсъ всей д1агонали. 
|х^ относятся кь равном'Ьрной нагрузк'Ь. 
|х.^ г, п сосредоточенному грузу. 



А. Фанъ-деръ-Фдитъ. 



А, Фанъ-дерЪ'Флитъ, 



в-^^^йЗПГта^^фЬ^^ТЗГсас^^ 
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Изгибъ ежатыхъ н вытянутыхъ балокъ еъ 
зад^^ланнын концами. 

А. Фанъ деръ Флита. 

Настоящая работа представляетъ собой продолжете ра- 
ботъ автора по вопросу о сложномъ сопротивленш изгибу 
и продольной сил*, опубликованныхъ въ журнал* „Из- 
в'Ьстхя Собратя Инженеровъ Путей Сообщенхя", а именно: 
„Къ разсчету опорныхъ мостовыхъ стоекъ" 1900 г., № 6; 
„Дв* теоремы, относящ1Яся къ сложному сопротивленш 
изгибу и сжатш". 1900, № 9; „Къ вопросу о сложномъ со- 
противленш изгибу и сжатш" 1900, № 11; „Объ одной задач* 
строительной механики" 1903, ?^№ 10, 11, 12. По последней 
изъ перечисленныхъ статей можно ознакомится съ содержа- 
шемъ предыдущихъ статей въ томъ, что относится къ инте- 
ресующему насъ вопросу. 

Въ этихъ работахъ р*шйпе вопроса о сложномъ сопро- 
тивлеши изгибу и продольной сил* представлено въ такой 
форм*, что вычислеше изгибающаго момента и стр*лы прогиба 
въ случа* присоединешя къ поперечнымъ изгибающимъ 
силамъ силы продольной сжимающей или растягивающей 
оказывается также просто и требуетъ приблизительно столь- 
ко же времени какъ и въ прост*йшемъ случа* простого 
изгиба. Это было сд*лано для случаевъ балокъ, лежащихъ 
на двухъ опорахъ, и достигнуто между прочимъ т*мъ, что 
была составлена длинная таблица коэффищентовъ, на кото- 
рые надо множить стр*лу прогиба и моментъ отъ попереч- 
ныхъ изгибающихъ силъ для получешя стр*лы прогиба и 
момента отъ соединешя этихъ силъ съ продолною сжимаю- 
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щею или растягивающею силою. Таблица эта расположена 
по аргументу в^ = ^, гд4 Р величина продольной лиши. 

Попутно было указано простое численное р'Ьшеше нЪ- 
сколькихъ простыхъ задачъ строительной механики (смотри 
также „Разсчетъ опорной рамы съ абсолютно жесткою рас- 
поркою въ мостахъ съ -бздою по низу" Изв. Собр. И. П. С. 
1902, № 6) и доказана теорема: 

Стр'Ьл:^ прЬтиба (моментъ) отъ совокуйнаго дЬй- 
СТВ1Я н^Ьсколькихъ системъ поперечныхъ силъ (напр. 
сплошной нагрузки и сосредоточеннаго груза) и продоль- 
ной силы равняется сумм^Ь стр-Ьлъ прогибовъ (мо- 
менто.въ). отъ совм'Ьстнаго д'Ьйствхя каждой изъ 
системгь поперечныхъ силъ съ продольною (налр. 
стр^л-Ь прогиба отъ сплошной нагрузки и продольной силы 
плюсъ стр'Ьла црагиба отъ сосредоточеннаго груза и продоль- 
ной силы)^ теорема, указывающ;ая на необходимость особой 
осторожности въ, заключешяхъ, когда Д'Ьло касается ожа- 
тыхъ стержней. 

Теперь осталось разобрать случай изгиба сжатыхъ и вы- 
тянутыхъ брусьевъ съ заделанными концами, что ооста^тъ 
предметдь настояпцей статьи, а зат-Ьмъ собрать всЬ получен- 
.ные результаты въ одно ц'Ьлое и представить весь вопросъ 
о сложномъ сопротивлен1и изгибу и продольной сил-Ь въ 
стройной систематической формЬ, что должно составить пред- 
мету особой статьи и для чего весь матерхалъ уже подго- 
товленъ .упомянутыми выше и настоящей статьями. 

Н'Ькоторыя неудачныя обозначешя и происшедшая отъ 
/нихъ несистематичность изложенхя въ упомянутыхъ статьяхъ 
представляетъ собой сл-ЬдстЕхе хронологической посл-Ьдова- * 
тельности въ развитхи мысли, не совпавшей съ выяснившейся 
впосл'Ьдствш во всей полнотЬ логическою связью, обни- 
маюш;вю весь вопросъ въ ц^ломъ. Поэтому-то по окончанщ 
разсмотр^шя всЬхъ Деталей и придется вернуться вновь къ 
началу и переработать всю теорхю вопроса, обративъ исклю- 
чительное внимаше по систематичность и стройноскь ивло- 
жешя и удачный выборъ обозначенш. Это будетъ тЬмъ лег- 
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че, что тотъ огромный трудъ, котораго по1т)ебовало состав- 
лете таблицъ и который поневол'Ь отвлекалъ внимайв вЪ 
сторону черной работы, теперь уже весь оконченъ. 

Итакъ пока мы займемся вопросомъ объ изгиб-Ь сжа- 
тыхъ и вытянутыхъ балокъ съ заделанными конца;ми и при- 
ведемъ его р^шенае при помощи разъ навсегда вычиеле»- 
ныхъ таблицъ къ бол'Ье простому случаю изгиба продольно 
ненапряженныхъ брусьевъ съ зад-бланными концами. 

Чтобы сложностью выкладокъ не затемнить сущности мы 
сперва займемся бол'Ье конкретными частными случаями 
сплошной равнамЬрной нагрузки и сосредоточеннаго груза 
по середин* пролета и лишь потомъ случаемъ произволь- 
наго распред'Ьлешя поперечныхъ силъ. Въ*систематичномъ 
изло^енш сл-Ьдовало-бы сд-блать какъ разъ наоборотъ. 
Каждый изъ этихъ случаевъ мы сперва разберемъ до конца 
въ предположенш, что продольное усилхе Р есть сжат1е, а 
потомъ въ полученныхъ формулахъ изм-Ьнимъ знакъ у Р, 
не обращая внимашя на то, что при этомъ появятся мни- 
мости. ВсЬ эти мнимости пропадутъ сами собою, когда мы 
воспользуемся изв^Ьстными зависимостями между тригоно- 
метрическими функщями чисто мнимаго аргумента и гипер- 
болическими (показательными) функщями отъ его модуля и 
изъ формулъ для сжат1я мы сразу получимъ формулы, отно- 
сяпцяся къ случаю растягивающаго продольнаго усил1я. Въ 
стать*: „Объ одной задач* строительной механики" мы съ 
большою подробностью останавливаемся на такой зам-Ьн* и 
выводимъ ВС* формулы двумя путями; зд*сь мы такого 
двойного пути прод*лывать не будемъ. 

Разобравъ частные и общ1й случай, мы покажемъ, что 
изъ посл*дняго получаются очень просто и первые. Впадая 
иногда въ больппя подробности, мы руководствовались т*мъ, 
что часто именно въ нихъ-то и попадаются весьма инте- 
ресный обстоятельства и характерный свойства явлетя, 
предвид*ть который не возможно. Въ нащемъ вопрос* та- 
кимъ обстоятельствомъ является между прочимъ свойство 
точки перегиба приближаться неопред*ленно къ зад*лк* 
при увеличеши растяжетя до безконечности; балка при 



этомъ обращается какъ бы въ безконечно сильно вытя- 
нутую нить. 

. Основния предполоэюенгя. 

Во всЬхъ случаяхъ мы будемъ предполагать, что заде- 
ланы оба конца бруса, что до приложешя поперечныхъ и 
продольной силъ заделка концовъ не вызывала въ брус* 
усил1й, такъ что онъ оставался прямымъ. Отсюда сл'Ьдуетъ 
во-первыхъ, что опорные моменты появляются только вм^сгЬ 
съ загрузкою балокъ и во-вторыхъ, что въ деформирован- 
номъ состояши касательныя къ упругой лиши бруса въ 
концахъ его направлены по одной прямой — первоначальной 
оси бруса. 

Зат'Ьмъ мы ограничиваемъ разсмотр-Ьше лишь случаями 
симметричной относительно середины бруса нагрузки, а это 
въ силу предположенной симметричности зад'Ьлокъ ведетъ 
къ полной симметрш деформированнаго состояшя балки 
относительно ея середины. 

ГЛАВА I. 

Сжатый брусъ съ двумя зад'Ьланными кон- 
цами подпь д'Ьйств1емъ сплошной равном'Ьрной 

нагрузки. 

§ 1. Число неизв-Ьстныхъ элементовъ опорныхъ реакфй. 

Предположимъ, что длина балки есть 21, что полный про- 
гибъ ея есть е и что нагрузка на 1 погонную единицу 
длины есть 2. Ось ж'овъ возьмемъ горизонтальною, касатель- 
ною въ средней точк'Ь упругой линш посл^ деформацш, ось 
уЪъъ направимъ вертикально вверхъ. 

Л'Ьвую опору назовемъ Л, правую чрезъ Б; этими же 
буквами будемъ называть и главный векторъ опорныхъ про- 
тиводМствШ. 

Опорное противод'Ьйств1е правой опоры, действующее на 
правый зад'Ьланный конецъ балки есть некоторая система 
силъ (пассивныхъ), главный векторъ которой В определяется 



его проекц1Ями Б^ и ^5^ и главный моментъ которой д'Ьй- 
ствуетъ въ плоскости ху и им'Ьетъ .разную величину смотря 
по тому, относительно какой точки его брать; мы будем':^ 



У 



'^^^^^^ 



ш 

<11 



',^0^^'- 



^Х 



Фиг. 1. 

брать его относительно точки В и назовемъ М^^ ^ отм'Ьтивъ 
первой изъ буквъ Б, что это моментъ опорнаго противод^й- 
СТВ1Я опоры в, а второй буквой — центръ моментовъ. 

Точно также на л'Ьвый конецъ балки д^йствуетъ опорное 
противодМствхе опоры Л, т. е. н'Ькоторая система силъ 
главный векторъ которой Л определяется проекщями ^^ и ^^ , 
а главный моментъ относительно точки ^ есть М^^ . 

Такимъ образомъ опорныя противодМствхя обоихъ опоръ 
опред'Ьляются 6-ью величинами А^, А^, В^, Б^, М^, М^^, для 
опред'Ьлешя которыхъ необходимо и шесть уравнешй. 

§ 2. Уравнен1я равнов'ЬЫя. 

Первыя три изъ этихъ шести уравнешй мы немедленно 
можемъ написать; это — уравненхя равнов'Ьсгя: 

2х=о, 2г=о, 2м,=2(Х1/- ух)=о. 

Первыя два изъ этихъ посл-Ьднихъ суть 

А^ + В^ = 0. ....... (1) 

А^-^В^— 221=^0 (2) 

Для составлешя 3-ьяго мы должны найти предварительно 
главные моменты реакцш какъ правой такъ и л'Ьвой опоры 
относительно начала координатъ, лежащаго въ средней точк-Ь 
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изогнутой оси бруса. По теоремЬ о перем'Ьн'Ь центра мо- 
мента: 

«Главный моментъ некоторой системы силъ относительно 
новаго центра равенъ главному моменту ея относительно 
стараго центра сложенному геометрически ' съ моментомъ 
относительно новаго центра главнаго вектора' этой системы, 
отложеннаго отъ стараго центра > 
моментъ относительно точки О реакщй правой опоры есть 

а главный моментъ относительно той же точки О реакщй 
л-Ьвой опоры 

Главный моментъ всЬхъ силъ приложенныхъ къ балк'Ь 
относительно начала координатъ есть сумма М^^ + М^^^у такъ 
какъ моментъ равном-Ьриой нагрузки всл'Ьдств1е симметрш 
равенъ нулю. Поэтому третье уравнеше равнов^схя есть 

или въ силу (1) 

Щв + ^АА + {Ау-Ву)1=^^ . . , . (3) 

§ 3. Три остальныя уравнен|'я для опреА-Ьлен1я шести элементовъ 

опори ыхъ реакфй. 

Четвертое уравнеше для опред^летя 6-ти элементовъ 
опорныхъ противод'Ьйств1й доставляетъ намъ сделанное нами 
предположенхе, что балка до деформации была симметрич- 
ною и посл'Ь загружешя осталась также симметричною от- 
носительно оси г/'овъ, такъ какъ изъ этого предположешя 
очевидно, сл^дуетъ полная симметр1я деформащй и усилхй 
относительно той же оси и между прочимъ и то обстоятель- 
ство, что опорные моменты об'Ьихъ опоръ равны по величине 
и обратны по знаку, т. е. 



каковое уравнеше на основанш (3) равносильно уравнетю 

а эти величины на основанш (2) оказываются равными ^^: 

А^^В=а1 ...... .(5) 

Пятое 1/ра^«втв. Проекцш А^ и В^^-А^ главныхъ ве- 
кторовъ опорныхъ противод'ЬйгствШ представляетъ собой 
усилхе, сжимающее балку. Это сжимающее усилхе мы усло- 
вились обозначать чрезъ Р и будетъ считать даннымъ. Урав- 
неше 

А =Р 

X 

надо поэтому считать пятымъ уравнешемъ, опред'Ьляющимъ 
6 элементовъ опорныхъ противодМствШ. 

Шестое уравненге должно доставить намъ ра1^смотр'Ьн1е 
деформац1и бруса. Это будетъ уравнеше опред'Ьляющее ве- 
личины опорныхъ моментовъ М^^ и -М^^ = — М^^. 

По той причине, что опорный моментъ М^^^^ разенъ зна- 
чешю изгибающаго брусъ момента М^ въ точк'Ь ж = г, мы бу- 
демъ его обознать чрезъ М^. 

М^^=М,;М^^=-М=М^, (6) 

Для опред'Ьлешя опорнаго момента М^ должно послужить 
другое основное предположеше, а именно, что концы зад'Ь- 
ланы при совершенно неизогнутомъ состояши балки, иначе 
говоря, что касательныя къ упругой лиши въ ея концахъ 
направлены параллельно осиж'овъ. Какъ уже сказано, надо 
ввести въ разсмотр-Ьше деформаиДю балки, исходя изъ диф- 
ференщальнаго уравнешя изогнутой ея оси и изъ началь- 
ныхъ услов1й. Въ нашемъ случа'Ь • симметричной балки и 
нагрузки непрем'Ьнно должно быть у=:у» =0 при х=0. На 
конц'Ь же балки, т. е. при зад'Ьлк'Ь у' можетъ быть задано 
по произволу, смотря по условхямъ заделки. Мы выбрали 
въ своемъ основномъ предположеши эти условхя такимъ 
образомъ, чтобы у^ = при х = 1. Разъ это выбрано, то опор- 
ный моментъ выйдетъ вполн'Ь опред'Ьленнымъ. Такимъ обра- 
зомъ, гиестимъ уравнеигемъ, служащимъ для опред'Ьлен1я 
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шести элементовъ опорныхъ противодМствш, надо считать 
уравнеще 

опред'Ьляющее опорный моментъ М^. 



§ 4. Выра)иен1е изгибающаго момента. 

Изгибаюпцй моментъ М^ въ точк^ М есть моментъ отно- 
сительно этой точки всЬхъ т'Ьхъ силъ, д^йствующихъ на 
нашъ брусъ, которыя приложены въ точкахъ, лежащихъ по 




Фиг. 2. 

одну, наприм'Ьръ правую сторону, считая отъ точки М, Въ 
нашемъ случа'Ь М^ состоитъ изъ момента сплошной равно- 
М'Ьрной нагрузки и момента относительно той же точки М 
системы силъ образуюш;ей противодМствхе опоры В. 

Первый моментъ есть ^ 2^^ • 

Второй найдемъ по прим'Ьненной уже въ § 2 теореме о 
перем^н'Ь центра момента 



М^ 



вм 



М,^ + В^{г-у)-В(1-х). 



м_ 



Такъ какъ по § 3 
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Окончательно получаемъ выражеше изгибающаго момента 
въ точк-Ь М въ вид^Ь 

М^=^М-Р {в-^у)—^{Р-х'). . . . (7) 

гд'Ь М, неизв-Ьстный пока опорный моментъ, Р— сжимающее 
усил1е, 8 — стрела прогиба, также пока неизв'Ьстная, д ш- 
грузка на единицу длины бруса и I половина пролета. 



§ 5. Дифференц|альное уравнен1е упругой лин1и (изогнутой оси 

бруса). 

Мы считали положительными гЬ моменты, которые вра- 
щали по часовой стр'Ьлк'Ь. При такомъ выборе положитель- 
ному изгибающему моменту отв^чаетъ отрицательное значе- 
Н1е второй производной у", а потому дифференщальное урав- 
неше упругой лиши придется написать въ вид-Ь 

Е^у'' + М^ = 0. 

Подставляя вм'Ьсто М^ его выражеше (7), перепишемъ 
его такъ: 

Ыу'+Ру = Ре-М,'^-^{Р-х') . . .(8) 

Оно линейное съ постоянными коаффищентами и посл^д- 
нимъ членомъ. Интегрировашемъ его, не представляющемъ 
ни малМшихъ затрудненШ, мы займемся въ сл^дующемъ 
параграф*. 

§ 6. Интегрироваже уравнеи1я (8). 

ОбщШ интегралъ уравнешя (8) есть 

у=и+Т ....... (9) 

гд:Ь и есть обпцй интегралъ соотв^тственнаго уравнешя безъ 
посл4дняго члена 

Е^и"+Ри=^0. (10) 

а Г есть частный интегралъ уравнешя (8), 



К)_ 

Обпцй интегралъ уравнешя (10) есть 

щах —гах 

и=С^е + С^е = С совах + Вш1арСу 

Частному интегралу У можно дать тотъ же вндъ, какъ 
последнему члену, т. е. 

Т=ш+пх^ . <11) 

Зд-Ьсь шип надо определить подстановкой (11) въ диф- 
ференциальное уравнеше (8) а именно 

Е^ 2п + Рт + Рпх' = Рг — М^+^^^^ 

Сравнивая коэффицхентк при х^ и свободные члены пог 
лучаемъ 

Введя въ разсмотр^ше отвлеченное число Ь^ = аЧ^ = -^^^, 

могущее служить съ известной точки зр^шя м-Ьрою продоль- 
ной напряженности балки, и замечая, что 

получимъ, подставляя въ (11) выражешя п п т, частный 
интегралъ Г въ вид* 

У=г''^ + ^У{Р-x^)+^^--^. . . .(12) 

Въ общемъ интеграл* (9) уравненхя (8) остается дв* про- 
извольныхъ постоянныхъ С и В, которые определятся по 
начальнымъ услов1ямъ. 



и 



§ 7. Определение произвольныхъ посто^ниыхъ А ы О 
общаго интеграла ! 

у=Ссозах + ВвтаХ'^г^^ + ^^^,{Р—х')+^^^-^ . (13) 

и ВХОДЯЩИХ!» въ него неизИетных1ь опорнаго 
1Г0мента М, и стрелы прогиба е. 

Для оцред'Ьлетя 4-хъ неизв4стныхъ Л, Д М^^ в им'Ьемъ 

4 условхя: 

I/ = у = О при х—0 
у — 8,^ = при я;=/. 

Изъ (13) получаемъ дифференцировашемъ 

У' =,-' аС вшах + аВ сов ах — ^ . . . .(14) 
Д^Ьлая а?=0 въ уравнешяхъ (13) и (14) получаемъ 

= С7+в~ ^ + 1^(1 + 4-) (15) 

и 

= 1)а, т. е. 1)==0 (16) 

Принимая (16) во внимаше и д-Ьлая въ (14) х^1, причемъ 
по основному предположешю должны получить у' = о, будемъ 
им^Ьть 



Отсюда 



= ^аСвта1— У' 






Д&1ая наконецъ а;=/ въ выраженш (13) и принявъ во 
внимайе уже найденные результаты (16) и (17) получимъ 
уравнеше для опорнаго момента М^ 

.а1^ 1 , ^1 , дР 1 

откуда посл-Ь приведешя: 

ЛГ, = ^[^-^]. (18) 



1 2 

Для опред'Ьлешя е остается въ (15) подставить значешя 
С и М^, тогда получймъ 

^■~ Р евшб"^ Р Ь^ "^ Р Ыс'ё^ '^2Р'^ р в» • 

Отсюда 

или наконецъ 

__ аР 2 (1 — С08 0) — е 8т е 



2Р 8т1 



(19) 



Подставляя въ формулу (13) найденныя значешя С, Д 
е и Ж, найдемъ окончательное выражен1е у, а именно 



^ д1^ С08 ах 



а ПО приведеши 



^ р ^68^пе 2 е%в] р [е» е^е^]^ 



т" Р 2Р'^ Р Ь^ 



У'-р 081116 2Р ^^"^ 



§ 8. Пров-Ьрка и преобразован1я. 

Изъ (20) сл^дуотъ 

,_дг' а^шах дх . 

У '^ Р 6 81116 Р ^"^^^ 

При х = выражеше (20) и (21) обращаются въ нули, 
какъ и сл^дуетъ. 

При ж = / выражеше (21) обращается въ нуль въ силу 
а1 = Ь, какъ и должно быть. Наконецъ, при х = 1 формула (20) 
даетъ 

_ дУ^ 1 -соаб д1^ __ дР 2 (1 — со8 6) - 6 вш 6 
Ух=1— р езшб 2Р"'2Р б8тб 

Т. е., какъ и сл'Ьдовало ожидать, стр'Ьлу прогиба е. 

Займемся немного выраженхемъ стр'Ьлы прогиба е. Прежде 
всего зам-Ьтимъ, что 

^^'_ д^' _ а^^ _ а?* 
2Р""2Р/^"-,.„- рг« -'2ЕЛ^' 
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а потому выражете для е перепишется въ вид'Ь 

_ дг*_ 2(1 — 008 6)— 681116 
• ^■" 2Ё7 6»81Пв 

Введемъ вместо в въ качеств'Ь аргумента -^ ; зам-Ьтивъ, 



что 



1 — С08 в = 2 8^п^ у И ЗШ в = 2 8Ш -2 С08 "2: : 



и под'ЬлиБЪ числителя и знаменателя на 4 вш -2 со8 -^ , по- 
лучимъ 

д1^ ^2 2 

® 2^Е;^ * ^/ь\^ 



иг 



Отсюда уже совс^мъ просто получить тотъ видъ вьфаже- 
Н1Я е, которымъ МЫ будсмъ пользоваться впосл^дствш, а 
именно 

Дадимъ зд-Ьсь также нЬсколько видовъ выражешя М^, ко- 
торыми мы будемъ впосл'Ьдствш пользоваться 

".=«''№-,-^]=»''[1.'т.'] • • • •('«) 

Самымъ простымъ преобразовашемъ мы можемъ получить 

^'-~8'-Г^ --Г (23) 

Зная разложеше въ рядъ 

*8 ? = ? + !?'+§?' + -^?' + -- 

легко составить разложешя въ ряды по степенямъ в т^хъ 
функпдй этого аргумента, которыя стоять въ выражешяхъ 
(22) и (23), а именно 
ее 
^ ^ 3 = 1 + 0,1 63 + 0,01012 в* + 0,00102 6*^ ^К •••• (22') 



и 



и 



-М'-^ь) = ' + и'' + ш''-^1к''+''+- 



= 1 + 0,06667 6* + 0,00635 в* + 0,00063 ^ + •.- . . (23') 



§ 9. Изгиба1&щ{й моментъ М^. 

Дифференцируя выражеше (21) получимъ 
у д?' а^ сов ( IX ^ 

Умножал числителя и знаменателя обоихъ членовъ на 
Р и зам-Ьчая, что аЧ^=Ь^, а РР = КТЬ^, получимъ отсюда 



■пт » 70 г сое ах 11 

Но, какъ указано въ § 5, 



(24) 



При х=0 отсюда получимъ моментъ по следить пролета 

Остановимся немного на этомъ выраженш цредставимъ 
его въ нЬсколькихъ видахъ; легко получимъ 



«.= ?'■ 


6 г е 1 ^г^ в— 81пв ^ 


6» [вше 1]- 6 1_^^^д 


или еще 




м, = - 


дг» 81п в — в вЬ в 

"6 1 д. • в • 

'6 ■ 1 



(25) 



Припоминал разложете въ рядъ зш 6 по степенямъ Ь, 
легко напишемъ и разложен1в 

81П 6 — в 81П I 



^в» 



е — в»\8шв ^/-^+ б! " ^ 7! ° + 



= 1 + 0,1167 6» 4- 0,0123 6« + . 
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Полагая х = 1 въ выражеши (24), мы должны изъ него 
вновь получить уже изв'Ьстное намъ выражеше опорнаго 
момента 



§ 10. Опасное с'Ьчеи1е. Сравнеи1е опорнаго момента съ моментомъ 
по середин'к пролета. 

Взявъ выражешя этихъ моментовъ въ видЬ 
И 

сейчасъ же зам4тимъ, что они противоположныхъ знаковъ 
при всякомъ значенш 6. Поэтому будемъ сравнивать число- 
выя ихъ значен1я, иначе говоря разсмотримъ положительное 
отношеше. 

3_ - 9 1+0.0^67 6^ + 0,0063 6^+ .... _ ., Г. _ _в!_ ' _в* I .^7^ 
—ж. ~" 1 + 0,1167 6» + 0,0123 6* Н — ^ [а уо " 8400 ] * ^"^'^ 



Въ другомъ вид-Ь ЭТО отношен1е будетъ 

С08 6 . . . . (28) 



1 1_ 

'Щ _"б %6 ЬёЬ — Ь 



М^ ^ 1 1_— 6 — 81п1 

81а 6 6 

Изъ формулы (27) сд'Ьлаетъ два заключешя: что раз- 
сматриваемое отношеше при 6 = равняется 2 и что при 
малыхъ значешяхъ 6 оно убываетъ. Изъ формулы (28) най- 

детъ, что при б = ^ 

2 

—^ = 2" ^ приблизительно 1,752 , 

1С 

ЧТО при Опгтг оно обрапцается въ 1, въ то время какъ оба 
момента обращ,аются въ со, что показываетъ, что при столь 
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большихъ значешяхъ в формулы теряютъ смыслъ. Сжат1е Р, 

удовлетворяющее у словш |/ ^= "^^ сл^дуетъ разсматривать 
какъ разрушающее. 

На основан1и найденныхъ частныхъ значенш отношешя 

^ш^ позволимъ себ-Ь сд'Ьлать то заключеше, что при изм-Ь- 

ненш О отъ О до тг отношеше убываетъ отъ 2 до 1. Ния^е 
намъ легко будетъ проверить это заключеше при помощи 
таблицъ. 

Итакъ при всякомъ значенш Ь опорный моментъ больше 
момента по середин'Ь пролета, такъ что опасныя с^чешя на- 
ходятся на опорахъ. 



§ 11. Положен^ на брусЪ точки перегиба. 

Абсисса этой точки х опред'Ьляется уравнешемъ 

/ = О или М^==0 . (29) 

На основанш изв'Ьстнаго намъ выражешя (24) изгибаю- 
щаго момента оно напишется 

1 С08 ах 



ИЛИ проще 



^0 



8т 6 

С08 ах = — 0" 
и наконецъ въ силу а1 = Ь въ вид'Ь 

С08-^-в = -?3^1 (30) 

Р'Ьшеше этого уравненхя при достаточно большихъ 6 не 
можетъ представить ни мал'Ьйшихъ затрудненШ: по дан- 
ному О сейчасъ же найдемъ -,, Совершенно иначе будетъ 
при малыхъ значенхяхъ угла б, когда для сколько нибудь 
точнаго вычислешя у по данному 6 необходимо им-бть хоть 
несколько членовъ разложешя -^ въ рядъ по степенямъ 6^. 
Нечетныя степени 6 не войдутъ въ это разложеше, такъ 
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какъ уравнеше (30) показываетъ, что у рсть четная функ- 
щя отъ 6. 

Отыскивая это разложеше, напишемъ его съ неопред-Ь- 
ленными коэффищентами сл^дующимъ образомъ 

-^-^ = р[1 + ав» + рв* + ув«+....] (а) 

и будемъ искать значенхя коэффищентовъ р, а, р, 7> • • • > 
употребляя для этого сл^дующш прхемъ. 

Если подставить разложеше (а) въ (30), то, разложивъ 
еще разъ въ рядъ, получимъ въ л^вой части рядъ по сте- 
пенямъ в, въ которомъ коэффицхенты будутъ функцдями отъ 
р, а, р, 7 . . . ; въ правой части рядъ, гд* коэффищенты бу- 
дутъ изв-Ьствыя числа. Приравнивая коэффипденты правой 
части коэффипдентамъ л-Ьвой, получимъ рядъ уравненш для 
опред-блетя неизв^стныхъ р, а, р, т* • • • • 

Приступая къ выполнешю этой длинной операщи, при- 
помнимъ, что 

со8ср=1-4-?^+-^-?*-4-*'+4-^' • • • (^) 

Полагая зд'Ьсь <р = ^ Ь = рЬ\1+аЬ^ + р6* + ^Ь^ + "] ' ^^ 

должны прежде всего озаботиться составлешемъ разложе- 
Н1Й степеней ср^ ^^, <р*, 9® по степенямъ 6, причемъ мы 
будемъ ограничиваться восьмыми степенями 6. 

Правая часть не представляетъ никакихъ затруднен1й: 

—0— 3! ^ 5! 7! ^9! ^ ^ 

Составимъ простымъ ^озвышешемъ въ степень 

ср2 = р^е» [1 + 2<хЬ' + («• + 2Р) 6* + 2 (оср + т) Щ 
<р4 =: р^е* [1 + Ы' + (бос^ + 4Р) О*] 

Найдемъ теперь разложеше соз -^ О по формул'Ь (6), от- 
бирая члены съ одинаковыми степенями 6: 



2* 
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X 

С08 ■^ 



По формул-Ь (30) это должно равняться ряду (с) 

Сравнивая коэффищенты при одинаковыхъ степеняхъ 
рядовъ (й) и (с) получимъ уравнешя для опред'Ьлен1я коэф- 
фищентовъ р, а, |3, 7 * . ., а именно, сравнивая коэффищенты 
при Ь^, получимъ 

1 1 

Р' = Т или р=г^; (е) 

пользуясь этимъ результатомъ и сравнивая коэффииденты 
при 6*, получимъ: 

^^ . 

90' 



«---: (Г) 



сравнеше коэффищентовъ при О® и пользован1е результатами 
(е) и (/) даютъ 

результаты {/), (е) и (дг) и сравнен1е коэффйпДентовъ при 6® 
даютъ: 

'^'^"' "378000 ^^ 

Такимъ образомъ, рядъ (а) для абсциссы точки перегиба 
будетъ: 

^ = 4==Г1-1' е* ' ее ] , . 

^ ^ 3 [^ 90 4200 378000 '"] * * ' ^^ ^ 

Рядъ невидимому очень быстро сходящШся; по крайней 
м'Ьр'Ь сравнеше вычислешй по формуламъ (30) и (31) пока- 
зываетъ, что формулу (31) съ четырьмя членами можно безъ 
чувствительной погр'Ьшности употребляетъ на всемъ инте- 
ресующемъ насъ промежутке отъ б =: о до б = тт. 
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§ 12. Значен1я найденныхъ до сихъ лоръ выражен1й 

при е =: о, -^, 7Г 

а. Выражеше ординаты у при Ь=а1 = получится зам'Ь- 
ной въ выражеши 

^Р 1 - со в ад; ^x^ . . 

^-"р""~Тй^е "2Р ^^"' 

Р на б" — по уравнен1ю 6^ = ^у , приведе^ьемъ обоихъ чле- 
новъ къ одному знаменателю: 

^^9 2Р |1 - созаа?! — б зтб . х^ 



У 



2Е7 б' зт б 



И разложен1емъ въ рядъ числителя и знаменателя по степе- 
нямъ 6, причемъ вм^Ьсто ах можно написать в ~ , 

У'^2Ш' б* 

причемъ отброшены всЬ члены со степенями 9 выше 4. Д-Ь- 
лая приведешя и сокращая на 6*, а потомъ полагая О =: о, 
отъ чего всЬ не выписанные члены обратятся въ нули, по- 
лучимъ: 

При б = -у ничего особеннаго значеше у не представляетъ. 

При е = 7г первый членъ въ выражеши у (20) обращается 
въ безконечность и это показываетъ, что для значешй Р 

близкихъ къ 7г^ -^,- формулы теряютъ смыслъ, д^Ьлаются не- 
применимыми. Это происходитъ отъ того, что дифференщаль- 
ное уравнеше заключало вм'Ьсто полнаго выражен1я кривизны 

тттлщ; ТОЛЬКО у" И потому выражало хорошо явлеше лишь 
При малыхъ прогибахъ, когда у' также мало. Во всякомъ 
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случае, нагрузка Р = тг' -^ должна разсматриваться какъ 

разрушающая. Такимъ образомъ: 

Еакъ бы пичтооюна не била сплошная нагрузка д, для 
прочности необходимо, чтоди продольная аясимающая сила 
Р удовлетворяла неравенству 

Р<^^^ (33) 

т. е. форму Л7Ь Эйлера для чи^то продольного изгиба ст^ерэюня 
съ задгьланными концами, форму лгь теоретической, не за- 
кл/ючающей коэффицгента безопасности, 

Къ подобнымъ выводамъ мы еще Н'Ьсколько разъ должны 
вернуться при разсмотр'Ьнш другихъ выражешй: стр'Ьлы 
прогиба, момента опорнаго и по середин'Ь пролета. 

Ъ. Стргъла прогиба по формул-Ь (22) есть 



е = 



д1^ ^2" 2 



(22) 



Назовемъ второй множитель, зависящШ только отъ ^, 

тс 
2"' 



ОДНОЮ буквою а И будемъ искать значешя а при Ь = о, ^, тс 



Для нахождешя 






*^Т-2- 



[ Ш)' \ 



Ь-о 



припомнимъ, что 

1+0,16^+0,01012 6* + . . . (22') 



*^-2-^ 



Такимъ образомъ ае=о'=1' следовательно 



тс о л; 



Значете в=у, т. е.2-=-т' не играетъ особенной роли въ 
а, а следовательно и въ е. При немъ « = 1,330. 
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Полагая теперь 6 = тг, т. е. ^ —^^^ выражеши а уви- 
димъ, что [ а] д ^ ^ =: оо а сл'Ьдовательно и[е]^^^ = оо. Зд'Ьсь 
сл-Ьдовательно нужно повторить все сказанное объ у при 
6 = 7г; прибавить только еще одно маленькое зам^Ьчаше: какъ 
видно изъ формулы (22) при д = 0, т. е. въ отсутствш попе- 
речной нагрузки, и е = о, если только другой множитель 

е 6 



1(1Г. 



не равенъ безконечности, въ посл^Ьднемъ случа-Ь ручаться 
за то, что прогибъ равенъ нулю, нельзй. Итакъ, безъ попе- 
речной нагрузки прогибъ равенъ нулю, если продольная 

сжимающая сил21 не достигла критическаго значен1Я т^^-р-, 
иначе говоря, если 

Р<тс^^ ....... (33) 

Такимъ образомъ мы вновь приходимъ къ тому заклю- 
чешю, что при разсчет'Ь сжатаго и изгибаемаго бруса надо 
первымъ долгомъ проверить его на чисто продольный изгибъ 
по формул-Ь Эйлера. 

Относительно формулы (34) зам'Ьтимъ, что ее можно по- 
лучить также и изъ формулы (32), дающей у въ отсутствш 
продольной силы, стоить только положить Х=г1. 

с. Какъ мы вид'Ьли въ § 8 опорный моментъ 



зв' 



Назовемъ чрезъ р выраженхе 



Р = 2^^^ (85) 

Какъ показывабтъ формула (23') того же параграфа 
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Д'Ьлая в^О получимъ р = 1 и 

М.=,=? • ■ • ■ • -рв) 

Чтобы найти значешя р и ЛГ, при 9 = -^, надо взять для 
р выражеше 

обращающееся въ 



такъ что 



■=4 Ш" 



8 

То же выражеше для р показываетъ, что при вгггтг оно 
обращается въсо , а потому относительно М^ мы можемъ по- 
вторить всЬ зам^Ьчашя сд'Ьланныя нами выше объ 1/ и е. 

Д. Моментъ по серединть пролета опред'Ьляется форму- 
лою (25) 

Ж. = -^.т,гд*т=^\=^:?!^ . . .(25) 

разлагается въ рядъ 

7 = 1 +0,1167 е» + 0,0123 в* +... . . ,(26) 
При в = о коэффитЦентъ т обращается въ 1, такъ что 

М.=.=-^ <"' 

Значен1е 6 = ^ не играетъ особенной роли; при немъ 
7 = 1,388 т. е. 

2 

Наконецъ полагая 6 = 7г, найдемъ 



[^].=,=~'^Ме.. 
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Прежн1я замЬчашя относятся и къ М^. 

1. Лбсцгссса тотси перегиба опред'Ьляется уравненхемъ 



рЬшеше котораго 



еХ 8111 О /огк\ 

.__ у=:— д— , (30) 



I 8т 

Ж = -й- агс С08 — п- 



можно представить на основанш § 11 въ вид'Ь 

х = Ь --_=. , гд'Ь 8 = ^^ агс соз —^ . . . (38) 

разлагается въ рядъ 

._. _ в» _ ^* е« _ , 

^^ 00' 4200 378000 * ' " ^"^^^ 

Въ этомъ немедленно уб'Ьждаемся, стоить только сравнить 
формулу (38) съ формулою (31) параграфа 11. 

Полагая въ (39) 6 = 0, получимъ 8=1; такимъ образомъ 
при уменьшен1И сжимающей силы до 0, точка перегиба 
стремится къ пред^Ьльному положенью, опред^Ьляемому аб- 
сциссою 

Ы. = .=у^ = «-"^^ • • • -(^о) 

Легко найдемъ также, что при 8=^, не представляющимъ 
никакой особенности, 

Наконецъ, полагая въ уравненш (30) 6 = 7г, получимъ 

соз 7г у = о 
откуда 

[4=.=^=^-^^ (^1) 

(. ИзгибающШ моментгъ въ произвольной точка бруса 

М, = «г» [^, - 5-^^] = ^^' д,^^^^ . . (24) 



24 

Чтобы найти пред^Ьлъ, къ которому будетъ стремиться вы- 
ражеше М^ при уменьшеши до О угла Ь, разложимъ лисли- 
теля и знаменателя въ рядъ по степенямъ 6; тогда полу- 
чимъ 

^ ,, ^-1^+ г:2.^Х5 - ^ + 2^Чт) " 1:2:3:4 П т ) +'•' 

1.2.3^ 

Д^Ьлая приведешя, сокращая на 6^, а потомъ д-Ьлая 9 = о легко 
получимъ 

" " Я''"Г^ (42) 



м.=, 



Нахождеше точки перегиба есть отыскан1е той точки гд^Ь 
изгибающ1й моментъ равенъ нулю. Поэтому уравнете 

дастъ намъ уже найденное нами пред'Ьльное положеше точки 
перегиба при уменьшеши до О продольной силы Р, т. е. 
угла 6, а именно 

Зя;^ — г^ = О откуда [ж]^^^ = у^ . . .(40) 

При X = I получаемъ изъ формулы (42) моментъ на опор^Ь въ 
предположен1и в=о, т. е. 

М=,=1^ •(»«) 

а при ж— о— моментъ по середин'Ь пролета въ томъ же пред- 
положеши, т. е. 

М.=.= --? '"> 

Значеше 6—-^ не представ ляетъ никакого интереса и ни- 
какой особенности, а при 6:^=11, получаемъ 



К]...= 



оо 



§ 13. Изгибъ одной сплошной равномерной нагрузкой. 

Въ предыдущемъ параграф'Ь мы нашли пред-блы, къ ко- 
торымъ стремятся йкоторыя выражешя при уменьшеши до 
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нуля величины 6, т. е. при уменьшенш до нуля величины 
продольной сжимающей силы Р. 

Можно ожидать, что этимъ мы опред'Ьлили значешя соот- 
в-Ьтственныхъ величинъ въ случае изгиба зад'Ьланнаго кон- 
цами бруса одной сплошной нагрузкой. Однако при изло- 
женш основъ анализа указывается, что частное значеше 
функщи при х^а можетъ не совпасть съ пред'Ьломъ, къ 
которому стремится функц1я при прйближеши ж къ а, и что 
такихъ пред'Ьловъ можетъ быть н'Ьсколько. 

Трудно ждать, чтобы въ физическомъ вопросЬ могло по- 
явиться такое обстоятельство, однако въ настоящемъ пара- 
граф'Ь мы все-же независимо разсмотримъ изгибъ въ отсут- 
ствш продольной силы. Стр'Ьлу прогиба въ отсутствш про- 
дольной силы мы назовемъ чрезъ /*, моменты опорный и по 
середин^Ь пролета чрезъ Ы^ и ^^. Разсмотр'Ьн1е будемъ вести 
кратко. 

Дифференцхальное уравнеше 

Щу^^^Ы. + а^^ (а) 

им-Ьетъ интегралъ 

гд'Ь л я в произвольныя постоянныя. Чтобы у = у' = о при 
х=0, нужно чтобы 

А = В = 0; 



такъ, что 



откуда 



^у= — ^-+—, — |г . . . . (Р) 



Е^у^=-N,x + ^^^-^:[- . . . . (т) 

Опорный моментъ опред'Ьлится изъ условхя, чтобы 
у' = при х = 1, 



откуда 



N,= ^^ ....... (5) 
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Сл-Ьдовательно въ самомъ д-Ьл^Ь [Мц^^^ есть опорный мо- 
ментъ въ отсутств1и продольной силы, такъ какъ по урав- 
нешю (36) 

Подставляя выражеше опорнаго момента (3) въ выраже- 
ше (р) для у, получимъ 

у=А(^'-^) (^) 

т. е, какъ разъ то самое, что даетъ формула (32) § 12. Д^- 
лая зд'Ьсь х=1, получимъ стр'Ьлу прогиба, равную на осно- 
ванш (34) [е],^„ 

Г=2&=Н = о («) 

Согласно формул'Ь 

изгибающ1й моментъ М^ въ произвольной точк-Ь бруса есть 

^. = ^/-9-2-== ^^-^-6 . . . . (^) 

На основанш формулы (42) § 12 

. ^«=Кк„ (») 

Полагая въ (т)) х^1, получаемъ (8), а д*лая ж — О, полу- 
чимъ моментъ по середин'Ь пролета, на основанш (37) рав- 
ный ВДе=. 

^.=-?=М..„ м 

Абсцисса точки перегиба опред^Ьляется уравненхемъ -N^=0 

или 

3x^ — 1^ = откуда ж = -у= (сравни формулу (40) § 12) . (X) 

§ 14. Окончательный видъ выражен1й г, М^, М^ и другихъ. 

Принявъ во внимаше сказанное въ §§ 12 и 13, можемъ 
величины, относящ1яся къ сжатому брусу, очень просто вы- 
разить чрезъ величины, относящ1яся къ тому же брусу въ 
отсутств1И продольной силы. 

На основанш формулъ (22), (34) и (?) § 13, стргьла прогиба 
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г въ присутствш продольной силы выражается чрезъ стр'Ьлу 
прогиба /" въ отсутств1И продольной сжимающей силы сл-Ь- 
дующимъ простымъ образомъ 

е=:а/^ (43) 

гд'Ь коэффицДентъ а зависитъ только отъ величины продоль- 
ной силы и есть 
ее 

а=:-^^-з- = 1 + 0,100006= + 0,010126* + 0,001026^ . (44) 
Стрела прогиба въ отсутствш продольной силы 

' ~ 24сЕ^ 

Значетя коэффищента а даются таблицей соотв-Ьтственно 

значешямъ аргумента 6^ = ^^. 

На основати формулъ (23), (36), (35) и (8) § 13 опорный 
момеитъ М^ въ присутствш продольной сжимающей силы 
выражается чрезъ опорный моментъ К^ въ ея отсутствш сл*- 
дующимъ простымъ образомъ. 

М, = р^У, (45) 

ГД'Ь коэффищентъ р зависитъ только отъ величины продоль- 
ной силы и равенъ 
р^-г^^-^ :-^- = 1 + 0,0667в2 + 0,0063б* + 0,00066« , (35) И (23') 

его значетя даются приложенной къ стать-Ь таблицей, распо- 
ложенной по аргументу 6' = -^=. 

Опорный моментъ въ отсутствш продольной силы 

Совершенно подобнымъ же образомъ на основанш фор- 
мулъ (25), (37), (й) § 13 моментъ по середингь пролета М^ въ 
присутствш продольной силы есть 

М, = ^^К^ (46) 

ГД'Ь коэффищентъ 7 зависитъ только отъ величины продоль- 
ной силы и равенъ 



— — в» 
6 



^:-^— =^1 + 0,11(^7 Ь^ + 0,012гЬ^+ . . (25) И (26). 



28 

Моментъ N^ по середине пролета въ отсутствш продоль- 
ной силы равенъ 

Коэффищенты а, р, 7 обладаютъ двумя общими имъ всЬмъ 
свойствами: обращаться въ 1 при 6^ = 0, т. е. при Р=:0 и 

обращаться въ оо при 6 = тг, т. е. при Р == тг^ ,, 

Обращаясь къ точкть перегиба назовемъ абсциссу ея въ 
присутствш продольной силы чрезъ $, въ отсутствш посл-Ьд- 
ней чрезъ х и 1фипомнимъ, что въ этихъ обозначешяхъ 

х = ^ = 0.Ы11 (40) 

а на основанш (38) 

.5 = 81^=8^ (47) 



гд-Ь 



__ агс со8 -д-=г1-_.-^^-^^^^ . (38) и (39) 



КоэффипДентъ 3 обладаетъ свойствами: обращаться въ 1 при 

Уз ' 

6 1= о, т. е. при Р = О и обращаться въ -^ при в = тс, т. е. 

при пред'Ьльной продольной нагрузк-Ь Р = тг^ --^. 

Значевая коэффищентовъ а, р, ^, Ь вычислены соответ- 
ственно значетямъ ' 6^ отъ О до 4.1 чрезъ каждую 0,1 и 
даются въ прилагаемой при семъ таблиц-Ь. 

Кром4 этихъ величинъ разсмотримъ еше отношеше число- 
выхъ значен1й опорнаго момента и момента по средин* про- 
лета; на основанш формулъ (27) и (28) это отношеше можно 
представить въ вид-Ь 






(48) 



и значенхя его соотв-Ьтственно значешямъ 0^ пом'Ьстимъ въ 
ту же таблицу, гд'Ь коэффищенты а, р, 7, §. Мы знаемъ, что 
при Ь — т: отношеше X обращается въ 1. 
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§ 15. Пов%рка прочности. 

ВсЬ предыдущ1е выводы, равно какъ и формула Эйлера, 
о которой будетъ р'Ьчь въ этомъ параграф^Ь, основаны на 
томъ предположеши, что въ стержн'Ь не появляются напря- 
жешя, 11ревосходящ1Я пред'Ьлъ упругости. 

Поэтому пров'Ьрку прочности даннаго бруса на данеыя 
йилы (сплошную нагрузку ^ и сжимающую силу Р) ел*- 
дуетъ вести сл-Ьдующимъ образомъ: 

Прежде всего надо убгьдиться въ достаточной сопрошив* 

ляемости нашего бруса одной продольной сэюимающей сгит 

Р, а для того надо сд'Ьлать посл'Ьдовательно дв* проверки: 

1. Не превосходятъ-ли предгьлъ упругости т/п> равномгьрно 

р 
ажмлшющгя напря^нстгя , кошория били^бы вызваны анеиг 

мающею силою Р въ неизогнутомъ брусгь? 

Если превосходятъ, то площадь сЬченхя ш слишкомъ мала, 
если-ще,не превосходятъ, то надо сд'Ьлать вторую пров'Ьрку — . 
на достатотеость жесткости, а именно 

2., Не превосходитъ-ли величина продольной силы Р кри- 
тическую нагружу у определяемую по формултъ Эйлера для 
случая задп>ланныхъ концовъ, которая при нашемъ обозна- 
чеше / = половдн'Ь пролета напишется 

р-^»^,^ . . . . : .(49) 

и которая ^только тогда выражаетъ значен1е силы, при ко- 
торой начинаетсй изгибъ (въ отсутствш поперечныхъ сйлъ) 
когда напряжете, которое она вызываетъ въ стержн^Ь при 
равном^Ьрномъ сжатхи, не превосходить пред'Ьла упругости" 
(ЯсинскШ, опытъ развит1я теорш продольнаго изгиба, стр. 24) 
каковое услов1е удовлетворено уже первой пров'Ьркой. 

Практически конечно надо считать съ запасомъ, т. е. удо- 
влетворить неравенству 

Р<^^ ..... .(49') 

И для разсчетовъ брать п никакъ не мен'Ье 2,5; причемъ 
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^У = в^ окажется не бол-Ье 3,8. Теперь ясно, что таблицы до- 
ведены не до 6^^ = 71^, а всего до 6^ = 4 потому, что довольно 
м^Ьшкотное ихъ продолжеше не вызывается практическими 
потребностями. 

Въ написанной формул* Эйлера ^ есть наименьшхй изъ 
моментовъ инерщи. 

Уб-Ьдившись въ достаточной площади сЬчешя и достаточ- 
ной жесткости бруса, чтобы противостоять дМств1ю одной 
продольной силы, можно перейти къ совм-Ьстному дМствш 
продольной сжимающей сили и поперечной изгибающей 
сплошной нагрузк'Ь ^. 

Теперь мы сд'Ьлаемъ то ограничивающее предположеше, 
что одна изъ главныхъ осей инерщи сЬчетя бруса находится 
въ плоскости поперечныхъ силъ. Тогда упругая лишя бруса 
будетъ плоской и расположится въ плоскости силъ, а это 
даетъ возможность непосредственно воспользоваться изложен- 
нымъ выше способомъ вычислетя стр^Ьлы прогиба и изгибаю- 
щихъ моментовъ. Я не хочу этимъ сказать, что при иномъ 
расположенш осей инерщи сЬчешя методъ совершенно не 
приложимъ, а только то, что въ эту сторону задачи мы 
зд'Ьсь отвлекаться не будемъ. 

Такъ какъ наибольппй изгибаюпцй моментъ по нашему 
методу вычисляется съ большою легкостью вполн'Ь точно, 
принимая во внимаше и сжимающую силу, то при пров%р1ЙЬ 
прочности, а именно при опредЬленш, 
дгьйствительнО'Ли наибольшее напряоюенге, вызываемое союи- 
мангемъ и ивгибомъ меньше наиболыиаго допускаемаго на- 
пряаюенгя В, 

н-Ьтъ никакихъ основанШ уменьшать последнее какимъ-либо 
образомъ для обезпечешя отъ ВЛ1ЯН1Я присоединяющейся про- 
дольной силы, какъ это и указываетъ при подобныхъ же 
обстоятельствахъ проф. Ф. С. ЯсинскШ въ своемъ литогра- 
фированномъ КурсЬ Строительной Механики. 

Такимъ образомъ для прочности необходимо удовлетво- 
рить неравенству 

4+^<й («» 
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гдЬ — есть моментъ инерщи сЬчешя относительно оси 

перпендикурярной къ плоскости изгиба. 

Въ нашемъ случа-Ь бруса съ зад-бланными концами за- 
груженнаго сплошной нагрузкой ^ опасное сЬченхе на опор-Ь, 
а потому 

м=м=щ и ^V^=-^ 

При вычислеши 6^ = ^, по которому надо взять изъ 

таблицы р, ^ будетъ моментъ инерщи тоже относительно 
оси перпендикулярной къ плоскости силъ, а не тотъ наимень- 
пий моментъ инерцш, который входилъ въ формулу Эйлера. 

§ 16. Численный прим%ръ. 

Для примера возьмемъ связь тавроваго с-Ьчешя 4 X 4 X ^- 

длиною 2/ = 264", для которой ]Б=:8б.10*; /=4,31 дм*, 

д = 0.0226 -5^, а ослабленный заклепками площадь а) = 2,545 

и моментъ сопротивлетя ТГ= 1 . 447 дм.^ съ приклепанными 
концами и сжатая съ силою Р=500 пуд. 
По этимъ даннымъ находимъ 

'" = 8Й^1 = ПРИ6Л. 2,2. 

Соотв-Ьтственно этому находимъ изъ таблицы р = 1,186. 
Опорный моментъ, по которому надо вести проверку 

ЛГ, = р^,= 1,186 -|^ = 144 пуд. ДМ., 

а дМствительное напряжете 

Р -М*! йПО 14.4. 

^ = ^ + -ТГ = ^ + Т4« =296 пудовъ. 

Остается только сравнить его съ допускаемьшъ напряжешемъ 
въ данномъ сооруженш. 

Стр^у прогиба найти также легко 



е = а./'= 1,284. :5Д, = 0Д1'. 



24 В/" 



3« 
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Она въ случае не зад'Ьланныхъ концовъ будетъ больше 
бол'Ье, ч^мъ въ 5 разъ. 

Изъ этого прим-Ьра ясно, какъ просты становятся раз- 
счеты при пользованш нашимъ методомъ и таблицами. 

Глава II. 

Растянутый брусъ еъ вад'Ьяанными концами 
подъ д'Ьйств1емъ сплошной равном'Ьрной на- 
грузки. 

§ 1. СтрЪла прогиба и моменты опорный и по серединЪ пролета. 

Поел* столь подробнаго изуч^нщ случая сжатаго бруса 
еъ зад'Ьланными концами будетъ очень легко перейти къ 
случаю растянутаго бруса, если просто напросто изменить 
знакъ у Р или, что все равно у 6^, причемъ вм'Ьсто Ь при- 
дется писать г^у вм'Ьсто б' писать— б^, б^ зам'Ьнить на — гЬ^ и 
т. д.; тригонометричесшя функцш зам'Ьнить на гиперболи- 
ческ1я, обозначаемыя нами прибавкой буквы Ъ *). 

Эту зам^Ьну мы сд'Ьлаемъ въ выражен1яхъ §— а 14 и 
въ выражеши (24) изгибающаго момента въ любой точк'Ь 
и этимъ сразу получцмъ соотв'Ьтственныя, выражешя для 
случая изгиба сплошной нагрузкой растянутаго бруса съ 
зад'Ьланными концами; затруднеше будетъ съ точкой пере- 
гиба и ей посвятится отдельный параграфъ. 

Стргьла про^а* Изм'Ьняя знакъ у б^ получимъ 

г = а . /• * . (51) 



гд* 
а = ^ ^ ^ "з = 1 + од («*б)' + 0,01012 (г6)* + 0,00102 {гЬу +. 



*^ 2 "2 



*) Н'Ькоторыя свойства гиперболичесвихъ функц1й приведена въ 
нашей стать'Ь: „объ одной задач'Ь строительной механики'^ Изв^ст1я 
Собр. Иож. П. С. 1903 №№ 10, 11, 12. 
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или, преобразуя и вводя гипербол ическШ % по изв'Ьстной 
формул* 



Щг<? = гЩЪ^.=.1 ^^_^^_^, 



*еЬ2-т 



а = — 1 7Т^ -1-0,1Ь' + 0,01012 б* - 0,00102 Ь* + . . (52) 



И гд* 



(--- -*- 



Совершенно подобнымъ же образомъ найдемъ опорный 
моментъ 

гдЬ 

о _ %ь 6 - 6 . %ь е _ 3 г 8 . 1 _ 

= 1 - 0,0667 в» + 0,0063 6* - 0,0006 6» + .. . . (53) 
И ГД'Ь 

^^1 3 • 

Моментъ по середишъ пролета 

ГД'Ь 

__ вшье — 9 . вшье _ _б_ Г. _ ^ 1 _ 

'^ "" _1_д, *• е ""б* [^ вхпье]"" 

6 * 

= 1-0,1167 6' + 0,0123 6* -. .... (54) 
и 

о 6 

Отношете X опорнаго момента къ моменту по середин'Ь 
пролета будетъ 

^- -ж, ■* _в_-2[^^ 20 8400 + ] * • ^^^' 

81Т1Ь9 
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При 6^ = О отсюда получаемъ то же самое, что при 
пользованш формулами сжатхя а именно, что 

« = Р = 7 = 1иХ-2. 

Число 7г не играетъ никакой роли, а припоминая, что 



8^пЬ6=^-:^=6+-8у^-^г^ 



и 



видимъ, что при 6 == оо, 81пЬв = оо и 1^Ьв = 1; безъ труда 
также усмотримъ, что при е = оо коэффищенты а, р, у обра- 
щаются въ нули, отношете X въ оо. 

Моменшъ М^ въ про11звольной точккь получимъ, д^лая въ 

выраженш (24) замену ах на в -^, а потомъ в^ на — 6^ и в на 
гЬ, а имерно 



М. 



- 9^ [ -^е« Й 81п гб ] 



На основанш свойствъ 

С08 г ? = С08 П 9 = — -^й и 81П Г^ = г 81П щ = г — 2 

выражешю М^ дадимъ видъ 



м. 



Г совье ^ ] 



§ 2. Точка перегиба при растяжен|и. 

Въ случа'Ь сжат1Я абсцисса точки перегиба I опред'Ьля- 
лась уравнетемъ 

со8б4==^ (30) 

причемъ были введены въ разсмотр-Ьте 2 коэффипДента 
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8 и [1, при помощи которыхъ р^Ьшеше уравнетя (30) было 
представлено въ вид-Ь 

5=ги/ = 8ж, гд* а: = ^7=» такъ что 11==т=. 



Коэффицдентъ 8 прекрасно разлагается въ рядъ 

90 4200 378000 



_1^1 !1.__1: /39^ 

"" ^ 90 4200 378000 ' • • \^^^ 

9 



а коэффищентъ [1 непосредственно вычисляется изъ уравне- 
тя (30). При этомъ для малыхъ Ь^ лучше сперва вычислить 
по (39) коэффищентъ 8, а по нему \1; а при большихъ в^ сдерва 
коэффищентъ [1 по уравнешю 

со8внь = -^^® (30') 

а уже потомъ 8 = ^х у/'^^ 

Переходя къ случаю растяжетя м^Ьняемъ въ (30') и (39) 
в^ на— б^ и в на гЬ и получимъ для 8 и рь 

6* 6* 6^ 

^~^ "^"90 "~420б'*" 378000 ■*■ ■" ' * ' ^^^^ 
И 

СОбЬбнь-^— (58) 

Н'Ькотораго внимашя потребуетъ только нахождеше значешя 
коэффицдента [1 при увеличеши растягивающей силы, т. е. 
новаго 6 до оэ 

Зам-Ьняя въ уравненш 

созЬрьб^-?^ (67) 

гиперболическая функщи показательными, получимъ 
или, разд'Ьляя об'Ь части на произведете е^^ (1 — е"^), 
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^20 г- (59) 



Об-Ь части равны другъ другу при всякомъ значенш в, но 
пред^Ьлъ л'Ьвой части при Ь = оо равенъ очевидно 1, а потому 
и пред'Ьлъ правой части также равенъ 1. Въ уравненш (59) 
[1 есть н'Ькоторая функщя отъ О и пусть р пред'Ьлъ [а при 

р = пред. Н^^о, 

Если р отлично отъ 1, то, разсматривая правую часть 
уравнеюя (59), замЬтинъ сейчасъ, что пред'Ьлъ ея ннкоимъ 
образомъ не окажется равнымъ 1, а будетъ или оо, если 
1— р > О или О, если 1— р < 0. Такимъ образомъ остается 
только одно: р — пред. [[а] 6 г=оо должно равняться 1. 

Коэффищентъ 6 при 6 = оо обратится въ 1^/"з^ а абсцисса 
5 въ I. 

иначе говоря — при увеличенш растяжешя точка перегиба 
стремится совпасть съ опорою. 

Это обстоятельство въ связи съ уменьшешемъ до нуля 
изгибающихъ моментовъ можно интерпретировать сл^дую- 
щимъ образомъ: При увеличенш раетяженгя брусъ съ задгь- 
ланними концами приблио^сается по своижь свойствсш/ь къ 
натянутой нити. 

Ниже сего пом'Ьщаемъ таблицу значенш коэффищентовъ, 
а, ?, Т^ ^, 1^, >^. 
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^& 



Бо»фф1ц!енты, на которые надо ийожять 



Стр*лу 
врогаба 



Опорный 
иохентъ 



Мо1геят1» 

по середин'Ь 

ородета 



Абоцяесу 
иерегнба 



въ отс}тств1и продольник растягавающ^й ея- 
лы, чтобы подучить тЪ же велвчяоы въ при- 
сутетв1и продольной растягивающей еялы Р. 



р= 












N,^■ 



дР 



8 = 



? 



« = 



п 



Полом ну 
пролета^. 

чтибм 
получить 
абсцнсеу 

точна 
перегибй. 



? 5 



2& 






« о 
2 «^ 

о 



00-1 >- 

(М 



!^ 



.-И 



II 



I. 



се 



б» 



б> 



0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.6 

0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 

1.1 
1.2 
1.3 
1.4 
1.5 



1.6 
1.7 
1.8 
1.9 
«О 



2А 



0.990 
0.980 
0.971 
0.962 
0.952 



0.943 
0.934 
0.926 
0.917 
0^09 



0.901 
0.893 
0.886 
0.877 
ОЯГО 



0.862 
0.855 
0.848 
0.841 
0.884 



0Ж7 



1 

0.993 
0.987 
0.981 
0.974 
0.968 



0.962 
0.956 
0.951 
0.945 
ад39 



а934 
0.928 
0.923 
0.917 
0М2 



0.907 
0.902 
0.897 
0.892 
0.888 



0.883 



0.988 
0.977 
0.966 
0.955 
0.945 



0.934 
0.924 
0.915 
0.905 
0.895 



0.885 
0.876 
0.867 
0.858 
0^9 



а841 
0.832 
0.824 
0.816 
0.808 



0.800 



1.001 
1.002 
1.003 
1004 
1.006 



1.0О7 
1.008 
1.009 
1.010 
1.011 



1.012 
1.013 
1.014 
1.015 
1.016 



1.017 
1.018 
1.019 
1.020 
1.021 



1.022 



0.577 

0578 
0.579 
0.579 
О580 
0.580 



0-581 
0.582 

о.баз 

0.583 
0.584 



0.584 
0.585 
0.585 
0586 
0.586 

0.587 
0.588 
0588 
0.589 
0.689 

О590 



2 

2.010 
2.020 
2.030 
2.040 
2.050 



2.060 
2070 
2.080 
2.090 
2.100 



2.110 
2.120 
2.130 
2.140 
Е150 



2.169 
2.169 
2.179 
2.189 
2.199 



2.209 



01 
0.2 
0.3 
04 
0.5 

0.6 
0.7 
08 
09 
1.0 

1-1 
1.2 
1.3 
1.4 
1.5 

1.6 
1.7 
1,8 
1.9 
2.0 

2.1 
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1 



Коэффименты, иа которые надо миожнть 



нригаба 



Опорный 
моиентъ 



Моаеятъ 

но середноЪ 

иролета 



Абецнесу 

Т0Ч1И 

оцрегаба 



I 

ей 



въ отехтств1и продольной раетагиаающсй ем- 
ды, чтобы получить тЪ же величины вь при- 
сутетвм иродольвой раетагввающей силы Р. 



г= 



д1* 

2АЕЛ 






N,= 



ЯР 









8 = 



? 



Уз 



Помвшну 
прмета, 

чтобы 
омучт 
кбеиееу 

точм 
трепба 



1^ = 



1~П 



за 

■ 5 



?1 



04 

!| 



^~|^ 






е» 



е» 



2.1 
2.2 
2.3 
2.4 
2^ 

2.6 
2.7 
2.8 
2.9 
3.0 



аг 

3^ 
3.3 

а4 

3.5 



з.в 
а? 

3.8 
3.9 
4.0 

4.1 



0.827 
0.^0 
0.813 
0«)7 
0.801 

0.794 
0.788 
0.782 
0.776 
0.770 



0.764 
0.769 
0.763 
0.747 
а742 



0.736 

0.731 
0.725 
0.720 
0.715 

ОЛО 



0.883 

0.879 
0874 
0.870 
0.865 



0Л1 
0.856 
0.852 
0.848 
0Ж4 



0.840 
0.836 

0.832 



0.824 

0.821 
0.817 
0.813 
0.809 
0.806 

0.802 



0.800 
0.792 
0.784 
0.777 
0.769 



0.762 
0.755 
0.748 
0.741 
0.735 



0.728 
0.722 
0.715 
0.707 
0.703 



0.697 
0.691 
0.685 
0.679 
0.673 

0.667 



1.022 
1.023 
1.024 
1.025 
1.026 



1.027 
1.028 
1Х)29 
1.030 
1.031 



1.032 
1.033 
1.034 
1.035 
1.036 



1.037 
1.038 
1.039 
1.040 
1.041 

1.042 
1.732 



0.590 
0.591 
0.591 
0.592 
0.592 



0.593 
0.594 
0.594 
а595 
0.595 



0.596 
0.596 
0.597 
0.598 
0.598 



0.599 
0.599 
0.600 
0.600 
0.601 

0.602 



2.209 
2219 
2.229 
2.239 
2.249 



2.258 
2.268 
2.278 
2.288 
2.298 



2.308 
2.318 
2.328 



2.347 

2.357 
2.367 
2.377 
2.386 
2.396 

2.406 

оо 



2.1 
2.2 
2.3 
2.4 
2.5 



2.6 

2.7 
2.8 
2.9 
3.0 



а1 

3.2 
3.3 

а4 

3.5 

аб 
а7 

3.8 
3.9 
4.0 

4.1 



оо 
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§ 3. Единство фориулъ сжаля и растяжен1я. 

Функщя а, р, 7> 8* \^> ^^ иьгЬютъ при растяжеши ц'Ьсколько 
иной видъ, ч-Ьмъ при сжатш, но это различ1е только кажу- 
щееся. 

Если выразить эти. коэффищенты прямо чрезъ продоль- 
ную силу Р, то ихъ разложены въ рядъ по стеценямъ Р 
будутъ совершенно одни и т'Ьже для сжат1я и растяженхя. 
У насъ различхе было только потому, что знакъ былъ выра- 
женъ явно. Если же этого не делать, то и конечныя выра- 
жешя будутъ им'Ьть одинъ и тотъ же видъ, пока Р счи- 
таемъ и положительнымъ и отрицательнымъ, не выражая 
этого явно. 

Въ упомянутой во введети предполагаемой стать* мы 
постараемся провести систематично это единство въ обозна- 
чешяхъ, а пока зам'Ьтимъ, что при изм^ненш продольной 
силы изъ безконечно большой растягивающей чрезъ О до 
пред'Ьльнаго значетя сжимающей силы, равнаго по формул* 

V 7 

Эйлера ^^-Уа-> значетя коеффицхентовъ а, р, 7, 8> \^, ^^ ме- 
няются сл^дующимь образомъ 



Боэффн- 



Раетя«ен1е. 



Простой 13- 
габъ. 



С ж а т 1 е. 



00 



Копечяое. 



Непред1и1ьяое. 



Вред%ль ШГ 



тг = 



N. 



X 

5 



(А = 



^3— 1,7^ 
1 



Х = - 






со 



<1 

<1 
<1 

У8>6>1 
1 



1>Н'> 



п 



>2 



> 1 



>1 



>1 



00 



оо 



1>8>- 



VЗ 



П 



п 



=0.677 






2>Х> 1 



-=0.866 



= 0.в 
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§ 4. Пор-крка прочности. 

При разсчегЬ вытянутой балки забота объ особой жест- 
кости ея отпадаетъ. Изгибаюпцй моментъ на опор'Ь, пред- 
ставляющей опасное сЬчейхе, въ д'гбиъ случа* меньше, ч'Ьмъ 
въ от'сутств1и продольной силы и потому никакихъ скры- 
тыхъ опасностей этотъ (Улучай не прёДставляетъ, такъ что, 
не принявъ во внимаше продольной силы при вычисленш 
опорнаго момента, мы только сд'Ьлаемъ лйшшй запасъ проч- 
ности. 

Итакъ, для проверки прочности, достаточно посмотр'Ьть 
будетъ ли наибольшее напряжеше 

Ш е/ 

меньше или больше допускаемаго; причемъ зам'Ьна Ж"^ на 
2^^ поведетъ къ большему запасу прочности. 



Глава III. 

Изгибъ ежатаго бруса съ двумя зад'Ёланными 
концами, сосредоточеннымъ по середии':Ь про- 
лета грузомъ 2^. 

§ 1. Въ ЭТОЙ глав'Ь будетъ излишне повторять простран- 
ныя разсуждешя первой главы и можно будетъ изложить 
д-Ьло много короче. 

Если по середине пролета сосредоточенъ грузъ 2^, то 
вертикальныя проекции главныхъ векторовъ опорныхъ про- 
тиводМствШ той и другой опоры будутъ равны ^. Гори- 
зонтальныя проекции этихъ векторовъ Р и — Р образуютъ 
заданное сжимаюш,ее усилхе. 

Главный моментъ относительно точки В реакщй опоры В, 
т. е. М^^ есть опорный моментъ М^, Главный моментъ т'Ьхъ же 
реакц1й относительно точки М съ абсциссою х по теорем'Ь 
о перем'Ьн'Ь центра моментовъ будетъ равенъ М^ — $ (^ — х) — 
Р{г-у)=М^^. 
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Такъ какъ справа отъ точкц Ж не приложено никакихъ 
активныхъ силъ, то гсзгибающШ моменшъ въ точк'Ь М бу- 
детъ равенъ найденному Ж^^ 

М^=М,~Р {г^у)-д{1-^х). . . . (1) 

§ 2. Дифференфальное уравнен1е упругой лин1и и его интегриро- 

ван'ю. 

Подобно § 5 главы I диффереццДальное уравнеше изогну- 
той оси бруса напишется 

Е1уЛ'Ру^Рг--М^+ Я {1 — х) . . .(2) 

Полагая, подобно § 6 главы I, 

у = цЛ- Т 
и 

У=В+Сх 

и подставляя это выражеше У въ уравнен1е (2) вм'Ьсто у, 
немедленцо найдемъ ; ' ' .* : 

Общш же интегралъ и соотв'Ьтственнаго уравнешя безъ 
паол'Ьдняго члена равенъ какъ и въ случа'Ь сплошной на- 
грузки выражешю 

и = А сов ах А В 8Ш ах, гд'Ь а = [/-^ • 

Такимъ образомъ 

г/==-4со8аж + Б8Шасс4-е — --р- + -^ {1 — х). . (3) 

ГД'Ь Л ц ^5 цроцаврльнцд постояннця. 

§ 3. Опред'клен1е произвольныхъ постоя14ныхъ общаго «интеграла мэъ 
У0Л0В1Й на границахъ. 

Въ правую часть уравнешя (3) входятъ 4 неизв'Ьстныхъ 
А, В, г, М^ для опред'Ьленщ коихъ оовершеняо подобда 
глав'Ь I им'Ьемъ четыре условхя на границахъ: 

У = У'=0 црц ;с = 0, 
У~% У'^0 при х = 1. 
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Выпишеиъ ихъ подробнее; первыя два услов1я суть: 

^1 01 



-- §. = . 



5а-^ = откуда -8 = -^- 



(Р) 



Пользуясь этимъ значешемъ постоянной В, напишемъ по- 
сл^дшя два услов1я въ видЬ 



О = — а^. 8Ш в + -^ С08 6 — -^- . 



Изъ услов1я (8) им^емъ 



.__ д1 1 - соаб _ д1 
^ "" "" Р б вт е ~ 2Р 



*§- 



. (т) 



Изъ уравнешя (-у), гд'Ь е само пропадаетъ, найдемъ 



^м,= е^[ 



81п6 



совО 



С08в 



]=<»'-> 



•С08 б 



б8шб —-!-'«?•' е 81П б~- • (^) 
Такимъ образомъ неизв^Ьстный опорный моментъ 



Л^,= 2 



Я1^ 2 



Наконецъ изъ услов1я (а) найдемъ 



е = - 






^^У 



(4) 



Въ коэффищенгЬ этого вьфажешя, пользуясь обозначе- 
темъ6'=:=, сд'Ьлаемъ такое преобразоваше 

Я1^ Я1' ^ Я1' 1 



Е^ь' ~ 12Е^ 



т 



всл4дств1е чего е перепишется 









(6) 
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§ 4. Выражен1я ординаты у и изгибающего момента ЛГ.. 
Подставляя въ выражете (3) 

у = Асо^ах + В^тах+е — р"+^ (^"^)- • • • (3) 

вм^Ьсто А, В, е, М^ найденныя ихъ значешя, получимъ поел* 
небольшихъ преобразовашй 

__ Я^^ / 81п ах — ах (1 — сов 6) (X ^ сов ах) \ ,^. 

Отсюда найдемъ, что у = при х = и у = е при д: = ;, 
какъ и должно быть. Кром* того отсюда же должно полу- 
читься и въфажеше у въ отсутств1и продольной силы, какъ 
пред'Ьльное значенхе выражешя (6) при уменьшенш 6 до О, 

для чего стоитъ только принять во внимаше, что аж = в-у- 

и разложить числителей въ рядъ по степенямъ 6. По при- 
веденш и сокращенш получимъ 

» = 12|7И^'-И (7) 

При х = отсюда получается ^/ = г/' = о какъ и въ при- 
сутствш продольной силы, а при ж — ? выражеше (7) дастъ 
стр'Ьлу прогиба /" въ отсутствш продольной силы 

^=12Ш (®^ 

т. е. тотъ пред'Ьлъ, къ которому стремится е при приближе- 
ши Ь къ нулю. 

Выражете гсзги^аюгцаго момента М^ въ точк* М проще 
всего получится, если продифференцировать два раза по х 
уравнеше (6) 

М, = --^1/'=.^{а^8шаа:-Ц^а»С08аа:), 
а потомъ заменить аЧ'^ на 6' и ^ье^ НЭ'^"2"^ "^^^Д^ 

Ж"^ = ^|8шаж--*^-2-со8аа;|. ... (9) 
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I 

При х = отсюда получается моментъ по середингь пролета 

^ • • ' ' б' -^ "... 

2 

численно равный, но обратнаго знака съ моментомъ Л/^ на 
опор^, выражен1е котораго также получается изъ (9) при 

Подводя къ О величину продольной силы Р, а следова- 
тельно и 6, мы изъ (9) получимъ выражеше изгцбающаго 
момента въ отсутствш продольной силы 

К = Я{^-^) .... .(11) 

' При х = отсюда получаемъ моментъ по середин^Ь про- 
лета въ отсутствш продольной силы, который обозначимъ 
чрезъ . ' 

Д'Ьлая же въ {11) х=1, найдемъ опорный моментъ въ 
отсутствш продольной силы ^ 

N,= т^>1о=^2' ■ ■ • • -(13) 

. Выражетя (8), (12); (13) мы могли бы; получить изъ вы- 
раженш (4), (5) и (10), подводя въ посл'Ьдннхъ 6 къ О и за- 
м'Ьчая, что т* функцш отъ в, которые въ нихъ заключаются, 
стремятся къ 1* при приближенш Ь къ нулю. 

§ 5. Точка перегиба. Окончательный выражен1я для в, М^, Ж^. 

Абсциссу точки перегиба мы цайдемъ, приравнивая нулю 
выражеще (9) изгибаюп1;аго момента, т. е. 

зш ах — 1^-^. С08 ах = 
или 

8Ш ах С08 у — 8Ш ^ С08 ах = 8Ш 1ах — -^^ 1 == о 

или наконецъ 

8Ш а (х — ~\7=о: 
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Р'Ьшая это уравнеше, надо им^ть въ виду, что при а — О 
выражеше изгибающаго момента будетъ (11), а не (9), а по- 
тому въ случа'Ь а = абсцисса точки перегиба будетъ х = 

= -Й-; зат'Ьмъ сл'Ьдуетъ им'Ьть въ виду, что 6 = о^ не должно 

достигать значетя равнаго тг и что х должно быть меньше 

I; всл^дствге этого уголь а (х — д-] можно приравнять только 

нулю, а не тт. Итакъ абсцисса точки перегиба опред'Ьлится изъ 

а{х^1) = 0, 
гд'Ь а не 0, т. е. 

во всЬхъ случаяхъ. 

Собирая результаты предыдущихъ параграфовъ введемъ 
въ разсмотр'Ьше коэффищенты а и о, зависящге только отъ 
Ь, т. е. отъ величины продольной силы. 

Сшргьла прогиба^ отъ совм-Ьстнаго д'Ьйствхя продольной 
сжимающей силы Р и сосредоточеннаго груза 2^ 

е = «./; (16) 

ГД'Ь коэффипДентъ а намъ уже знакомъ изъ первой главы, 
заключающей между прочимъ и таблицу его значешй, 

. 6 в 



3 



(I)" 

и ГД'Ь /* есть стр'Ьла прогиба въ отсутствш продольной силы 



Опорный моментъ 
г^]^ коэффищентъ 



^ = 1ШГ (1«) 



М, = о. 2^„ (17) 

* 2 

= — к — 
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мы дадимъ въ особой таблиц^Ь для значетй 6 отъ О до 4, и 
гд'Ь 2У, есть опорный моментъ въ отсутствш продольной силы 

2^ = «А 

Точно такимъ же образомъ моментъ по середин'Ь пролета 

М^ = о,N^. ..... (18) 

ГД'Ь о уже указано и гд'Ь 

Случай сосредоточеннаго груза доставилъ намъ всего 
одну новую функц1ю отъ 9, значешя которой надо вычислить 
заран'Ье, чтобы задачи р-Ьшались столь же быстро какъ въ 

отсутствш продольной силы, именно а = 1^ - - : -^. 
Таблица значетй функцги о. 



е« 






6» 



в/. 



_*ё?в/. 



в/, 



0.1 
0.2 
0.8 
о 4 
0.5 

0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 



008 
017 



1.025 
1 034 
1044 



1.053 
1 062 
1.072 
1.082 
1.092 



1.0 

1.1 
1.2 
1.3 
1 4 
1.5 

1.6 
1.7 
1.8 
1.9 
2.0 



1.092 

ЫОЗ 
1.113 
1 124 
1.136 
1.147 

1.159 
I 171 
1.183 
1 195 

1.203 



20 

2.1 
2.2 
2.8 
2.4 
2.5 

2.6 
2.7 
2.8 
2.9 
3.0 



1.208 

1.222 
1.235 
1.249 
1.264 
1.278 

1 293 

1.309 
1.325 
1 341 
1.358 



0=00 при в=:ТС 



е« 



.%в/. 



3.0 

3.1 
3.2 
3.3 
3.4 
3.5 

3.6 
3.7 
3.8 
3.9 
4.0 

4.1 



1.358 

1.375 
1.393 
1.411 
1.430 
1.450 

1.470 
1.491 
1513 
1.535 
1.568 

1.581 



Мы не останавливаемся подробн'Ье на этомъ случае сжа- 
таго бруса съ сосредоточеннымъ грузомъ по средин'Ь про- 
лета, чтобы не повторить сказаннаго въ глав* I; отн(Ьтикъ. 
только, что въ разобранномъ только что случа'Ь точка пере- 
гиба постоянно сохраняетъ сзоё положеше на половин* полу- 
пролета, разд'Ьляя вм'Ьст'Ь со средней точкой весь брусъ на 



^9 

4 тождественный части. Каждую изъ этихъ частей мозйнб 
разсматривать какъ брусъ, зад'Ьланный однимъ концомъ, 
сжатый силою Р, къ сосредоточеннымъ грузомъ ^ на свобод- 

номъ КОНЦ'Ь. 

Это можно считать за исходную точку и тогда разсмо- 
трЬте приводится къ одному изъ частныхъ случаевЪу разо- 
бранныхъ нами въ стать*; „о сложномъ сопротивленш 

изгибу и сжатЬо" простою зам'Ьною I на -2-,т.е. бна-^- • 



Глава IV. 

Вытянутый брусъ съ зад'^Ьланным:и концами 
и грузомъ по средин* пролёта. 

Чтобы перейти отгь сжатаго бруса къ растянутому, доста- 
точна изм'Ьнить явно знакъ у Р, т. е. зам'Ьнить Ь^ на — 6^ и 
6 на г 9; Тригонометричесшя функцш мнимаго аргумента за- 
м'Ьнятся на гиперболическ1я. 

Въ нашемъ случа^Ь придется сделать такую замену толькр 
въ одн»мъ %*Ь; именно 





6 


1 


Ч-е^ 


Стрпла прогиба 


- 


8 = а./, 




гд-Ь 






ЯР 

12 Е1 ' 


3 {2} 




Опорный моменшъ 




М1 = ^ ^ N,, 




а моментъ по середить пролета 




М, = оМ^^ 
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гдЬ 



^•~ в » ^^* "" 2 о 2 



Коэффищентъ а дается таблицей второй главы, а значешя 
коэффищента о соответственно значетямъ аргумента 6^ отъ 
О до 4 пом'Ьщены въ сл'Ьдующей таблице: 



е» 






в» 






в« 






в« 



_1^ёЩ 



6/, 



0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 

О 6 
0.7 
08 
0.9 
1.0 



0.991 
0983 
О 976 
0.967 
0.960 



953 
945 
938 
93] 
924 



1.0 

1.1 
1.2 
1.3 
1.4 
1.5 

1.6 
1.7 
1 8 
1.9 
2.0 



0.924 

0.917 
0.911 
0.904 
0.898 
0.891 

0.885 
0.879 
0.873 
0867 
0.861 



2.0 

2.1 
2.2 
2.3 
2.4 
2.5 

2.6 
2.7 

2.8 
2.9 
3.0 



0.861 

0.855 
0.860 
0.844 
0.839 
0.883 

0.828 
0.823 
0.818 
0.813 
0.808 



3.0 

3.1 
3.2 
33 
3.4 
3.5 

3.6 
3.7 
3.8 
3.9 
4.0 

4.1 

00 



0.808 

0803 
0.798 
0793 
0.788 
0.784 

0-779 
0.775 
0-770 
0.766 
0.762 

0.758 
О 



Р 



Ордината у по формул'Ь (6) главы Ш напишется 

дг^ ( аХ'-втЪ ах , (совЬ 6 — 1) (соаЬаа?- 1) \ V _ / 

У'-ЖГ[ Р + 6» ешь е ],гдъа-^/ 

Изгаба/ющгй моменшъ въ, произвольной точкЪ будетъ 
М^==^итЪ.ах — 1§\1-^сов11ах\ . 

Точка перегиба, абсцисса которой опред'Ьляется уравне- 
шемъ 

8Ш Ъ.ах — 1§Ъ-^ СОВ Ъ ах = О 
или по умножети на созЬу 

зш Ь аж С08 Ь -о — С08 Ь аж 8Ш Ь -2- = О, 



51 

при всЬхъ значешяхъ Р, т. е. 6, лежитъ по средин'Ь полу- 
пролета. 

Въ самомъ д'Ьл'Ь уравнеше для ея абсциссы равносильно 
уравнешю 

зшЬ /ож — -2-) = О, . 

Откуда 

6 л с. л? в г 

Докажемъ здЬсь справедливость указаннаго преобразо- 
вашя съ гиперболическими функщями, тождественнаго по 
форм'Ь съ формулою синуса разности. 

Такъ какъ по опред^летю 

то 

вшЬ аа; созЬ^ — созЬ аж 8Ш Ь "2 = ^ I ( е"^ — .е""^) ( е^^> + е^'») 

= зшЬ (ах — -2-) . 
Уравнеше 

удовлетворится только при ах 2~~^' ^' ^' ^^ ^^^' что и 

было указано выше. 

На другихъ подробностяхъ и обстоятельствахъ останав- 
ливаться зд'Ьсь излишне, такъ какъ всЬ они ясны изъ преды- 
дущихъ главъ. 

Глава V. 

ОбщШ случай сжатаго бруса съ зад'Ьланными 

концами. 
§ 1. Основныя преАПоложен1я и опорныя противод'Ьйств1я. 

Въ этой глав'Ь мы будемъ заниматься изгибомъ сжатаго 
бруса силами произвольно, но симметрично относительно 
средины пролета расположенными по брусу. Симметрич- 
ность силъ въ связи съ предполагаемой во всей статье сим- 
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метричностью задЬлокъ обоихъ концовъ ведетъ къ полной 
симметрш всей деформащи относительно средней точки. 

Относительно условШ зад'Ьлки концовъ мы будемъ еще 
предполагать, что до приложешя поперечныхъ и продольной 
силъ задЪлка концовъ не вызывала въ брусЬ усилШ, такъ 
что онъ оставался прямымъ. Опорные моменты поэтому по- 
являются только вмЬсгЬ съ загрузкою и въ деформирован- 
номъ состоянш касательныя къ упругой лиши бруса въ 
концахъ его направлены по одной прямой— первоначальной 
оси бруса. 

РаспредЪлеше поперечныхъ силъ определяется зада- 
Н1емъ въ функщи отъ X нагрузки д на погонную единицу 
длины. 

9 = ? (ж) 

Такое задаше не повредитъ общности и не исключить 
случаевъ сосредоточенныхъ грузовъ симметрично располо- 
женныхъ по обоимъ полупролетамъ. 

Опорное противод'Ьйствхе каждой опоры определяется 
главнымъ векторомъ и главнымъ моментомъ реакщй ея. 
Припоминая обозначешя первыхъ параграфовъ главы I, най- 
демъ все шесть элементовъ опорныхъ противодействШ: 

для правой опоры В — проекщи главнаго вектора Б^и В 

и главный моментъ относительно точки В—М^^ 

для левой опоры А — ^проекщи главнаго вектора А^ и А 

и главный моментъ относительно точки А — М^^ 

Первыя три уравненхя для определешя этихъ шести не- 
известныхъ суть уравнешя равновесхя. Первыя Ьва изъ 
этихъ трехъ суть 

^+^.= (1) 

I 

^, + ^,-/зйа;-0 .... (2) 

Выбирая за центръ моментовъ середину пролета, мы сде- 
даемъ равиымъ нулю моментъ относительно этой точки на- 
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грузки ^, симметричной относительно той же точки; такъ 
что останется Только сумма моментовъ опорныхъ протйво- 

Д'ЬЙСТВ1Й. 

По теорем'Ь о перем^Н'Ь центра моментовъ моментъ отно- 
сительно точки О противодЬйствШ опоры В будетъ 

У 
4^ 



% 



Фиг. 3. 

Точно также моментъ относительно точки О противод'Ьй- 
СтвШ опоры Л 

Такимъ образомъ третье уравнете равновсЬсгя, принявъ 
во внимате (1) 

2м, = М,, + М^^ + (4^-^Б^)/ = 0. . . . (3) 

Какъ подробно было указано въ § 3 главы I, симметрхя 
относительно у'оъъ доставляетъ намъ четвертое уравненге 
для опред'Ьлешя 6-ти элементовъ опорныхъ противодЪйствШ: 

М^^^-М,, (4) 

. Горизонтальныя проекцш Л^ и В^ главныхъ векторовъ 
опорныхъ противодМствш представляютъ собою сжимающее 
или растягивающее усил1е. Въ этой главЪ мы предполагаемъ 
его сжимающимъ и равнымъ Р. Уравнете 

Л = Р (б) 

надо поэтому считать пятимъ уравненгемъ для шести эле- 
ментовъ опорныхъ реакций. 
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Наконецъ,, шестое уравнете, какъ указано въ томъ же 
§ 3 главы I, послужитъ къ опредЬленш величины опорнаго 
момента М^ = М^^ = — Ж^^ = — М _{, оно опред'Ьляется вы- 
браннымъ способомъ зад'Ьлки и въ нашемъ случа'Ь есть 
уравнете: 

У'.=г = (6) 

или безразлично какое нибудь слЬдств1е его. 

§ 2. Выратен1е изгибающаго момента. 

Изгибаюпцй моментъ Л/, въ точкЪ М есть моментъ отно- 
сительно этой Т0У1КИ всЬхъ силъ, приложенныхъ къ брусу 
прав'Ье точки М. Этотъ моментъ состоитъ изъ момента на- 
грузки ^ и момента опорнаго противодМствхя. Первый изъ 
нихъ есть 



^^{^-xЩ, 



гдЪ 5 переменная абсцисса точки, лежащей между точкою 
М съ абсциссою х и концомъ В съ абсциссою I. 

Моментъ относительно точки М {х, у) опорныхъ реакцДй 
опоры В найдется по теорем* о перемЬн'Ь центра момента 
и будетъ 

М^^=М,^В^{г-у)-В^(1-х) 
гд'Ь 

I 

О 

какъ это сл'Ьдуетъ изъ (1) и (5), а также (4), (3) и (2), даю- 
ш,ихъ 



Л=-^В-Р' Л 






Итакъ, изгибаюпцй моментъ въ точкЬ М есть 
М^ = ^д(^—х)аг + М — Р(г-у) — {1~х)^дах . (7) 



бб 

Разберемъ значеше различныхъ слагаемыхъ этой суммы. 
Сумма перваго и посл'Ьдняго членовъ представ ляетъ собой 
моментъ отъ нагрузки с[ и отъ вертикальной проекцш глав- 
наго вектора опорнаго противод'Ьйств1я правой опоры, т. е. 
тотъ самый изгибающш моментъ, который д'Ьйствовалъ бы 
въ точкЪ Ж, если бы нашъ брусъ не былъ сжатъ и лежалъ 
бы на двухъ опорахъ свободно. Эта сумма представляетъ 
собой некоторую функцш отъ X, которую мы назовемъ 
чрезъ — Ш ^(х) и которая фигурирована въ нашихъ преж- 
нихъ статьяхъ по строительной механик'Ь. 

I I 

Е^^(x) = - ^^{\—x)а^ + {^ — x) ^^аx, . . (8) 

X о 

Въ перьомъ изъ этихъ интеграловъ надо считать д за ср (I), 
во второмъ д за ср (о;). 

Второй членъ выражеюя М^ есть опорный моментъ, пока 
намъ еще неизв'Ьстный. Во всякомъ случа'Ь М^ есть неко- 
торая функщя отъ Р или, какъ намъ удобнее будетъ 
писать, отъ 6, гд-Ь 



« = «^=/ш«^=/ 



Р 
Е^' 



Наконецъ трет1й членъ— Р (е—у) есть та часть изгибаю- 
щаго момента, которая непосредственно происходить отъ 
сжимающей силы Р. 

§ 3. Дифференц1альное уравнен1е изогнутой оси бруса и его 
интегрировате по методу изиЪнетя произвольныхъ постоянныхъ. 

При выбранномъ нами направлеши положительныхъ мо- 
ментовъ дифференцгалшое уравненге упругой лингипдлшпется 

Е^у^' + М^=0 
или 

Е^у^ = Р(г-у)-М,^Е^^(x) . . . (9) 

гдЪ, напоминаемъ, е есть стрела прогиба. 
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Уравнен1е (9) перепишется короче, если ввести на время 
обозначеше: 

= 1/ — е + -р, откуда г'^г/", , 
и, подЬливъ об* части на Е^^ воспользоваться обозначешемъ 

гЧ-а*^ = /^(ж) (10) 

Для того, чтобы изъ уравнешя (10) сд-блать как1я либо 
обпця заключетя, не выбравъ опредЬленнаго вида функщи 
/"(гг), необходимо прибегнуть для интегрировангя уравнешя 
(10) къ способу изм^Ьнетя пройзвольныхъ постоянныхъ въ 
интеграл'Ь, 

0==Лсо8 а(р + В8т ах (11) 

соотвЬтственнаго уравнешя 

г" + а'^ ;= О (12) 

безъ посл'Ьдняго члена. 

Если въ выраженш (11) счесть А я В гя функщи отъж, 
которыми можно распоряжаться по произволу, то этимъ 
выражешемъ можно удовлетворить не только уравнешю (12), 
но и дифференщальному уравнешю (10) съ посл'Ьднимъ 
членомъ. 

Одно условхе для опред'Ьлешя двухъ функцхй Ая В это, 
чтобы выражеше (11) д'Ьйствительно удовлетворяло данному 
дифференщальному уравнешю (10). 

Второе — произвольно. Его берутъ обыкновенно такъ, 
чтобы производная г' им'Ьла такой же видъ, какъ и при 
постоянныхъ А я В, т. е. 

А' сов ах + В'8тах = .... (13) 

При удовлетвореши этому условно изъ (11) слЬдуетъ 

г* = ^Аав1аах-\' Васовах ..... (14) 
и 

А' ав1}1ах + В^ а со8 ах . . . (15) 
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Чтобы выражеше (И) удовлетворило дифференщальному 
уравнешю (10), нужно, какъ непосредственно видно изъ (16), 
чтобы А' и В' кром-Ь (13) удовлетворили еще условш 

— а и!' 81П аа?+ а Б' 008 аа;=/' (ж) . , . (16) 

Опред-бляя А! и Б' изъ (13) и (16), найдемъ 

а, интегрируя, и сами функщи 

А=-р^П)^-^С . . . (17) 

О 

И * 

В= + у-^^^^/'($)<й + 1) .... (18) 

О 

I 

гд'Ь С и В суть произвольныя постоянныя интеграла урав- 
нешя (10). 

ИмЬя и:! и Б мы перепишемъ интегралъ (11) 

г = АсоваХ'{'Вв111ах (И) 

въ ВИД'Ь 

X 

1г= С СОВ ах+ В 81х\ах + вшах 1 ^^^/(^)с1^ 

о 

X 

— С08ОЖ у ^^ /'(?)(« 

О $ 

ПослЬдше два члена можно соединить въ одинъ, пользуясь 
тЬмъ, что подъ знаками интеграловъ стоитъ $, а не х, кото- 
рый есть только пред'Ьлъ, а не переменная, по которой йдетъ 
интегрировате, и внося множители 8Ш ах и соз (гх подъ 
интегралъ. Замечая зат^мъ, что 

вгпахсова^ — со8аа:8шаЕ = 81па(сс-— 'Е) 
напишемъ & въ ВИД'Ь 

X 

я.=Ссовах + В8тах+ /' *^'*^^~^^ та1 . (19) 



-^8_ 

Для сокращешя письма въ дальнЬйшемъ мы обозначимъ 
чрезъ (О {х) интегралъ правой части уравнешя (19), пред- 
ставляюпцй собой н-Ькоторую функщю одного х: 

X X 

,^(х)= ^ ^({\,x)д^^^^^^^^^т^ ■ ■ (20) 

о о 

Намъ понадобится также производная отъ ш (х). Составимъ 
ее; для чего напомнимъ предварительно изъ основъ опред'Ь- 

ленныхъ интеграл овъ, что производная -^, гдъ- 

X 

г, X И х^ суть функц1и отъ а, выражается такимъ трехчле- 
номъ 

X 

Роль параметра а у насъ играетъ х, затЬмъ въ нашемъ 
случаъ -^ = 1; ^д = о и наконецъ значеше подъинтегральнои 

функцш при верхнемъ пред'Ьл'Ь, т. е. при 1.=х равно нулю. 
Поэтому въ выраженш ш' [х) остается одинъ членъ, а именно 

X 

О)' (ж) = У" сова (ж -!)/'(?)(« . . . . (21) 

О 

Чтобы покончить со свойствами функцш ш {х), замЬтимъ, что 

О) (0) = О)' (0) г= о, 

и что при уменьшенш Р, т. е. а до О ш (а?) стремится къ пре- 
делу 

X 

[«(а;) ]^^ =/(а;-$)А$)(й, . . . (22) 

~ О 

а О)' {х) — къ предЬлу 

X 

[«'(а;) ]^^ =//•(?)<« (23) 
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§ 4. Опред'Ьлен1е постоянныхъ С, Д е, М^. 

Постоянный с и о найдутся изъ того услов1я, что при 

■ ж 
ж = о должно быть ку=у' = 0, т. е. въ силу ^ = г/ + -р — е 

= -р — е и =0 при Х = 0. 

Такъ какъ 

51= СС08 ОЖ + 2) 8Ш ож + <«> (л^) 
и 

0' = — а с 8Ш аж + а I) С08 ож + О)' (ж) . 

то, д%лая въ этихъ уравнешяхъ х = 0, получимъ 

С = -р^ — е И П=0 

Составимъ теперь выражете для у 

у=\г — ^^ (1 — С08аж) + а)(ж), . . . (24) 

|/' = и — ^\ автах + (хз1 {х) (25) 



откуда 



Постоянныя: стр'Ьла прогиба е и опорный момвнтъ М^ опре- 
д^Ьляется съ помощью уравнешй (24) и (26) изъ т-Ьхъдвухъ 
условш, что 

|/ = е и |/' = при Х — 1 

Д'Ьлая х=^1 ъъ (24) и (25) получимъ 



и 



е^(е-—^^ (1 — С08в)4-а>(г) 

О = и — -— ) а зш 6 + О)' (I) 



™* •=■/!; 



-/1 



«^="/Ш 



Изъ посл'Ьдняго уравнешя находимъ 

^ Р ~" в 81а в ' 



(26) 
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а подставляя въ предыдущее, наидемъ 

в=«>^^)-^«,'(^)^в^^ .... (27) 

Преобразуемъ н-Ьсколько выражеше для е, для чего при- 
мемъ во внимате, что 

1~со8в ^ Ь ^^2 



= *8-^- = 



8ш е — ^'ь 2 

сов-о" 

и что 

г г 

со (I) = У '^^^^^^^^ /^(5) й?. О)' (1) ^ у С08 а (/ — 5) Г (?) /«? 

о о 

и 



г<|)'(^) __ /'совбКг — 5) 



/-5^^^^^Г(5) 



(й 



Вынося въ выражети е общимъ дЬлителемъ а соз ^ > по- 
лучимъ е въ ВИД'Ь 

е =г — ^-^ I С08 -|- /* зт а (/— 5) /^(5) йе — 
асов 2 [ а 



-81п4-/ С08 а (/—е.) П^) <Й 



Внося С08 -2-й 81П 2" подъ знаки интеграловъ и припоминая, 
что о/ == б, легко получимъ 

о Л1па(|-5) 
е = 8ес-2-/ ^ ^/^(5)Й5 .... (28) 



Обращаясь къ опорному мом^ту, подставимъ (27) въ (26): 

^ = а>(о + -^-^^.=^8ше.«)(г) + со8е-и( 

Такимъ образомъ 



или окончательно 






м. 



ЗамЬтимъ еще выражеше разности е — ^, которая по 
уравнешю (26) равна 

о 

И которая можетъ намъ понадобится впереди. 

тру 

При 6 = 7г, т. е. Р=п:^ ^ выраоюенгя г и М^ обращаются 

въоо, указывая этимъ на пред'Ьлъ применимости нашихъ 
формулъ. 

§ 5. Ордината у и иоиентъ М^ и некоторый свойства ихъ выра- 

жен1й. 

Пользуясь формулою (30) для е — р , мы можемъ пред- 
ставить выражеше (24) ординаты у въ видЪ 

О 

+/'-^^^^^пг)ск ...... (31) 

Это выражеше при х = 1 обраш;ается въ формулу (28) для г, 
стоитъ только воспользоваться уже не разъ употребленнымъ 
пр1емом1^ внесешя зш'а и созшиз'а подъ знакъ интеграла: и 

1.^008 в в^-у 



тождествомъ- 



вшв ""сов 4-' 



При Р=0 т. е. прц в и а = формула (31) даетъ орди- 
нату упругой лиши бруса, изогнутого безъ ансатгя, надо 

только вместо 1 — С08 ах напцсавд ^^, т. е. первый членъ 

раадозн^нщ; тогда 6ег:ь, труда цолучцмъ, 



62 



У = / {х-^)Г {^^ ^-^/ П^)дк . . . (32) 

О о 

Эта последняя формула при х=1 даетъ стртьлу проггсба / 
бруса г13огнупкгго безъ союатгя 

I 

Г=/(-^-1)Г(^)^ (33) 

о 

Последнее выражеше будетъ нами проще получено въ 
одномъ изъ сл-Ьдующихъ параграфовъ изъ формулы (28) 
для е, дЪлая въ ней 6 и а равными нулю. 

ИзгибающШ моменшъ въ произвольной точк-Ь бруса 

М^^М,-Р{г-у)-Е^пx) 

мы легко найдемъ, если вопомнимъ, что 

М^—Р(г — у)=10Р 

гд* 

=1 (7 С08 ах + В 8Ш агг + (О {х) 
при чемъ 

О 

Такимъ образомъ 

о о 

-Е^^{x) (34) 

При х=1 отсюда долженъ получиться опорний моменшъ 
М^. Чтобы въ этомъ уб'Ьдиться, нужно принять во внимаше, 
что Ш/'{х) есть моментъ при данныхъ активныхъ силахъ 
изгибаюпцй балку свободно лежащую на двухъ опорахъ; 
этотъ моментъ непремЬнно долженъ обращаться въ нуль на 
опорахъ, такъ что 

Д^лая а; = / въ формуле (34) и прибегая къ постоянному 
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нашему 11р1ему внесейя 81п и соз подъ знакъ интеграла, у 
Которыхъ верхн1е пределы сделаются равными, получвЕМъ 

апосл-Ь просты^ъ преобразоватй, осноВанных'Ь на обозначешй 
в^= -^ = сг1\ приведемъ М^ къ прежнему виду 

I 

М, = -5— у ^Е^^ (?) С08 аи1 . . . (29) 



§ 6. Точна перегиба и иоментъ по оерединЪ пролета* 

Абсцисса ТОЧКИ перегиба опред'Ьляет^ся уравненхемъ 

К = ^^ 

изъ котораго трудно сд'Ьлать как1Я-либо обпця заключешя. 
Однако, одно интересное свойство точки перегиба удается 
обнаружить. При увеличети продольной сжимающей силы 

до критической величины Р = ^^-^—, т. е. при приближетй 6 
кь тг точка перегиба, оказывается^ приближается къ сере- 
дине полупролета, а ея абсцисса къ -^^ 

Къ этому заключетю можно придти слЪдующимъ путемъ: 
Разсматривая выражеше (34) изгибающаго моменза въ 
произвольной точк^& 

-Е^пx) ...... (34) 

мы легко зам'Ьтимъ, что при приближенш в къ тг два посл'Ьд- 
ше члена формулы остаются конечными, тогда какъ первый 
возрастаетъ до безконечности, потому что въ знаменател'Ь у 
него стоитъ зш в, приближаюпцйся при этомъ къ нулю. 
Между т-Ьмъ, въ точкЬ перегиба М^ должно быть нулемъ, 
а сл'Ьдовательно, первый членъ должвнъ сократиться съ 
дальн'Ьйшими и поэтому для точки перегиба онъ не дол- 
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^енъ быть безконечно великъ. Такимъ образомъ, мы прихо- 
дщгь къ тому неизб'Ьжному заключешю, что въ числител* 
перваго члена долженъ быть множитель, заключаюпцй х и 
можетъ быть 6, который при одновременной подстановк'Ь въ 
него вмЬсто 6 числа тг и вместо х абсциссы пред'Ьльнаго 
положетя точки перегиба долженъ обратиться въ нуль. Ра- 
венство нулю этого множителя, гд* уже стоитъ тг вместо в, 
и будетъ уравнешемъ для опред'Ьлешя абсциссы этого пре- 
д'Ьльнаго положен1я. 

Единственный множитель въ первомъ член-Ь формулы 

(34), заключающШ ж, есть соз аж = С08в-^ и онъ-то и дол- 
женъ быть приравненъ нулю по подстановк-Ь въ него вм'Ьсто 
в числа 1г. Итакъ для опред'Ьлетя абсциссы предЬльнаго 
положетя точки перегиба при приближенш къ критическому 
значешю сжимающей силы им'Ьемъ уравнеше 

С08 г -у = о, 
откуда 

Указанное свойство точки перегиба приближаться к-Ь. 
серединЬ полупролета легко предугадывается на основанш 
теорш чистаго продольнаго изгиба. 

Выражешемъ (34) изгибающаго момента Ж^ въ произ- 
вольной точк* мы воспользуемся въ настоящемъ параграф-Ь 
еще для получешя формулы для момента М^ по середить 
пролета. Для этого стоитъ только положить въ (34) х = Ок 
сд'Ьлать маленькое преобразоваше, основанное на тождеств'^ 

Тогда получимъ 

о 

или окончательно 

2 

^0 = -ет • -т/^/'С^) соз а (г — 5) й5 — шг{о) . (35> 

о 

При Ь = т: М^ обращается въоо. 
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§ 7. Стр%ла прогиба въ отсутств1и продольной силы I и сравиен1е 

е и I. 

Въ § 10 мы отдельно займемся непосредственнымъ выво- 
домъ формулъ случая изгиба безъ продольной силы, а те- 
перь получимъ ихъ изъ общихъ формулъ, полагая Р = 0. 
Полагая въ формул* 



е == вес -^ 






в и а равными нулю, получимъ стр'Ьлу прогиба въ отсут- 

ствш сжимающей силы 

г 

/'^У(4— е)Ш(й .... (33) 

каковое вуражеше уже было ран'Ье получено намидругимъ 
путемъ. 

Для того, чтобы можно было что-либо сказать о стр-Ьл* 
прогиба е въ любомъ случа'Ь, не подходящемъ подъ случаи 
главъ I и Ш, нужно постараться связать ей/" неравенствомъ, 
подобнымъ т'Ьмъ, которыя были указаны нами въ прежнихъ 
статьяхъ нашихъ, посвященныхъ сложному сопротивлешю. 

Если изгибаюпцй моментъ — Е^/{x) сохраняетъ одинъ и 
тотъ же знакъ на всемъ протяжеши бруса и именно знакъ — 
(какъ это и естественно для изгибающаго момента въ брусЬ 
свободно лежащемъ на двухъ опорахъ) иначе говоря, если 
функцгя ^(х) сохраняетъ знакъ меэюду нулемъ и I, то при 
н'Ькоторыхъ ограничетяхъ мо^нсно доказать, что 

е<8ес4-./" (36) 

Для доказательства разсмотримъ опред'Ьленный иинте- 
гралъ между нулемъ и I отъ такой разности 

I I 



/.,..=/ло|(4-)-^^^#^1 



(й . (37) 



8* 
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и разобьешь его на два 

I 2 I 



Второй изъ этихъ интеграловъ — между пред-Ьдами -д- и / — 

зав-Ьдомо отрицательный, такъ какъ въ немъ все время 
г 



["2 — 5) < о и по численной величин^Ь больше дроби 
также отрицательной. 



в1п а {-^— б) 
а 

Въ этотъ второй интегралъ введемъ новую переменную т) 

по уравнешю 

I . I 

7| = г-Е, откуда Й1г, = -(Ки^^^2^р^^^^ 2 
Кром* того 

Въ новой дерем'Ьнной интегралъ между пределами -о-и ^ 
напишется 






7)) ЙТ) = 



гдЬ МОЖНО знакъ — вынести за знакъ интеграла, а вм-Ьсто т] 
снова написать I, такъ какъ въ опред'Ьленномъ интеграле 
все равно какъ назвать перем'Ьнную. Поэтому 
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а весь интегралъ 

2 



^ ?(^)^=^ \т-П1-^)]\(}-г)-—^^—-^Ы. 

о о 

Предположимъ теперь, что функщя /(х) удовлетворяетъ 
условш (достаточному, йо вовсЬ не необходимому) 

/•(«)>/(Ю 
для всякихъ аир, удовлетворяющихъ неравенствамъ 

Тогда при 6г заключенномъ между О и -^ всегда будетъ 

удовлетворено неравенство 

смыслъ коего таковъ: силы обладаютъ свойствомъ вызывать 
въ балк* свободно лежащей на двухъ опорахъ так1Я изги- 
баюпце моменты, что любая точка среднихъ двухъ четвер- 
тей балки напряжена сильнее любой точки крайнихъ чет- 
вертей. 

При удовлетвореши этихъ условШ оба множителя инте- 
грала 



/т-п,-4(-^-г)-^:^1^М] 



между пред-блами интеграла все время положительны, а» 
потому и самъ интегралъ наверное положителенъ, точно 
также какъ и равный ему исходный :интегралъ. Итакъ 

вШа(4-5)] 



О 

а потому 

г 






(Й>0. 



у / (?) '""^^ -^ ^ <У / (О (4- - 5)^?- 



Но первый изъ этихъ интеграловъ есть — ^, а второй- 



вес^ 



равенъ /*, поэтому 



\ 



8<8ес4-/' . . . • . .(36) 



§ 8. Опорный моментъ въ отсутствж продольной оилы М, и срав- 

Н6Н16 его съ М^ 

Какъ уже было сказано въ начал* §— а 7-го, мы пока 
будемъ переходить къ частному случаю Р=0 изъ общихъ 
формулъ, а впосл*дств1И провЬримъ эти результаты, разо- 
бравъ непосредственно случай однихъ поперечныхъ силъ. 

Изгибаюпцй моментъ въ зад'Ёлк'Ь или опорный моментъ 
есть 

I 

^1 = -1^[ • -т/^^ (^) С08 а$ (й . . . . (29) 

О 

При в и а = О, т. е. въ отсутствш продольной силы ' Р 
онъ будетъ 

^,=\/еЛ{\)^ ..... (38) 

О 

Такъ какъ 5 лежитъ между нулемъ и г, то О < а ^ < в; 
если кромЬ того в<7г, то 

1 > С08 а? > С08 б. \ 

Предположимъ, что Дж) сохраняетъ знакъ + между Си/; 

тогда 

11 г 

^Шт йе > У^// (6) С08 а1сК> С08 Ь^Е^т ^ 

о 

» 

Умноживъ всЬ члены этихъ неравенствъ на положитель- 

ную величину 1^;^ принявъ во вниман1е (29) и (38) и пе- 

реписавъ въ обратномъ порядк'Ь, получимъ неравенства, 
связываюпця М^ съ N^. ' 
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. Неравенства эти позволяютъ въ каждомъ частйомъ случа-Ь 
вычислить границы, между которыми лежитъ опорный мо- 
ментъ въ присутствш продольной силы, если только вычис- 
ленъ опорный моментъ отъ однихъ поперечныхъ силъ. Въ 
простыхъ случаяхъ сплошной равномерной нагрузки или 
содредоточеннаго груза, какъ мы видели, эти неравенства 
можно заменить равенствами, что конечно предпочтительн'Ье. 

§ 9. Моментъ по середине пролета. 
Какъ мы вид-бли въ § 6 моментъ по середин-Ь пролёта 

Мо=■^^^/Е^тсова(^-^)^-Е^по) . (зб) 

о 

Полагая въ немъ 6 == а = О, мы найдемъ моментъ ^V^ по 
середин'Ь пролета въ отсутств1И продольной силы 

N,=::^/Е^п^)сК-Е^пО) .... (40) 

Первый членъ этой формулы представляетъ собою на 
основанш (38) опорный моментъ при однихъ поперечныхъ 
силахъ, т. е. К^\ такъ что 

. . К, = К,-Е7П0) (41) 

Чтобы сравнить М^ и N^ разсмотримъ интегралъ форму- 
лы (36). Такъ какъ соз а {I — Е) < 1 и, какъ мы уже ранЬе 
предположили, ДЕ) сохраняетъ знакъ + между О и г, то 
^ г 

. '^/Е^^{^)со8а^^—^)^<~^*Е^^(^)а^ . . (42) 

о о 

Умножая об* части неравенства на ^.^ ^ , полу чимъ, при- 
нявъ во внимаше (Зб) и (40) 

Л/о + ^Л(0)<^[Л + Е/ЛО)] , .(43) 



или 



Мо+Ето)<^^Н, (43) 



то 

Другое подобное же неравенство получимъ, если будемъ 
исходить ягъ неравенства 

со8а(г — |)>С08!9, 
ЗСД'Ьдстще котораго 

4/ ЕЛ{1) С08 а (г— Е) йе > ^/ Е7Г(^) (К, 

о ,. о 

е 
^1 ПО умножещи ца -^т^^ 

Мо + Е^по)>^N, (44) 

Въ слу^а-Ь, еслц /^(^9) резд-Ь >0, цаз^Ьрцое моменту по 
средин-Ь пролета отрицательный, Назовемъ одсловую его 
величину чрезъ [М^] = — М^ . Для [М^] изъ (44) получимъ 

церавенство 

^М]]<Е^пО)-:^^N, .... (45) 

Подобно этому мы перепишемъ и (43) въ вид-Ь 

[Мо]>Е^пО)^^N, .... (450 

правая часть котораго обращается въ положительную без- 

конечцость при приближенхи 6 къ ц,я въ Щ^{0) црц Ь^^ . 

Неравенство (45) позволяетъ утверждать следующее: 
дагибаюпцй моментъ въ средин* пролета при сжатии и за- 
д'Ьланныхъ концахъ нав'Ьрное мен-Ье изгибающаго момента 
^ъ отсутствщ сжимающей силы Р при срободцыхъ кокцахъ 

если только сжайе не превышаеть ^ предельно критической 

нагрузки, когда 6 д-Ьлается равнымъ у а 6* равнымъ ^ • 

Изъ неравенствъ настоящаго параграфа практическое 
значеше им-Ьотъ главнымъ образомъ неравенство (45), при- 
м'Ьры на употреблеше котораго даны будутъ въ особомъ 
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параграф*, посвященномъ пов'Ьрк^^ прочности въ общемъ 
случа'Ь, когда точный видъ функцш ({х) не изв^стенъ. 

Въ сл'Ьдующемъ параграф'Ь мы займемся непосредствен- 
нымъ выводомъ формулъ изгиба безъ сжатхя. 

§ 10. Изгибъ фруса съ заделанными концами въ отсутств1И про- 
дольной силы. 

Въ отсутствш продольной силы дифференщальное урав- 
неше упругой лиши будетъ 

Е^у''=^-N,'^Е^^(.^^ . ,. . • (46) 

гд'Ь ^ неизв'Ьстный опорный моментъ. Интегрируя его по- 
лучимъ 

о о 

Такъ какъ при а;=0 должно быть 1/ = ^/' = о, то 

4 = Б = 0. 
Изъ уравнешй 

^ = -Е^-Т + ///^(«)^^' .... (47) 



о о 

и 

X 



о 

при ж=г получимъ |/ = / и у' = 0; посл'Ьднее— есть принятое 
нами условхе зад-Ьлки концовъ. Поэтому 

о о 

N,1 /• 
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, Такимъ образомъ опорный моментъ 

^1=^/еЛ{^)^ ..... (38) 

О 

что МЫ уже видели въ § 8. 

Подставляя этотъ результатъ въ выражеше (49) для /", 
получимъ 

1=-'^/тбк+//тб1 . . . . (50) 

о 

Интегрируя ' посл-Ьдшй интегралъ по частямъ получимъ 

I ^ Г ^ Т ' 

/а^/тск= 5 //(5)йе - /5АОй5= 



о 
I I 



о 



=1/т)с1^-/^т)сК 



Поэтому стргьла прогиба какъ и раньше видЬли въ § 5 и 
въ § 7 

I 

г=/а-(}т^. ..... (33) 

о 

Составимъ теперь выражеше для момента по средить 
пролета 

I 
о 

что мы уже видЬли въ § 9. 

Выражеше для ординаты у мы получимъ, если въ фор- 
мулу (47) внесемъ вм-Ьсто ^V^ его величину, а во второмъ 
члеи-Ь произведемъ интегрированхе по частямъ 

X I X ■ X 

/сК/гЮ(^ = а; У* г (О Й5 — у* Е /'(?) (К 
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подобно тому какъ выше поступали при преобразоваши вы- 
ражеши для /". Множитель х можно внести подъ знакъ инте- 
грала, берущагося по 5, и тогда 

о 

Такимъ образомъ 

у= / {х-\)Го:)да-^/ гт^, . . ■ . (32) 

о о 

что вид-бли ВЪ § б. 

Наконецъ жожекшг въ прогшвольной шочктъ 

N=N,-Е^пx) 
или 

I 

N^=-^/Е^т(К-Е^^(x) . . . / (51) 

о . 

можетъ быть легко полученъ также изъ формулы (34). 
рсов^/ совасг-;) ^ • 

о 

X 

+Р /^^^^^П%)с1^.-ВХГ(^х), . . . (34) 

о 

подводя ВЪ которой Р, а также б и а, къ нулю, зам'Ьтимъ, 
что второй членъ совсЬмъ пропадетъ, а первый членъ обра- 
тится въ первый же членъ выражешя (51). 

Такимъ образомъ проверены всЬ формулы изгиба одними 
поперечными силами, полученныя ранЪе изъ общаго случая 
изгиба, соединеннаго съ сжат1емъ. 
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§ 11. Таблица змаченШ функцМ. 



е« 



0.1 
0.2 
0.3 

0.4 
0.5 

0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 

1.1 
1.2 
1.3 
1.4 
15 

1.6 
1.7 
1.8 
1.9 
20 

2.1 



вес-2 



1.013 

1026 

1.0 

1.053 

1.066 

1.080 
1.095 
1.110 
1.125 
1 140 

1.Ш 
1.172 
1.188 
1.205 
12 

1.240 
] 258 
1277 
1.296 
1.315 

1.335 



8Ш6 



6 

ье1 



1 

1.017 
1.034 
1052 
1.070 
1.088 



107 
127 
147 
167 
188 



1210 
1.232 
1 255 
1.278 
1.302 

1327 
1.352 
1.378 
1 404 
1.432 



0.967 
09 
898 
0.863 
0.827 

О 791 
0.755 
718 
0680 
0642 

0.603 
0.564 
0.524 
0.483 
0.442 



400 
357 
313 

268 



0.177 



20 

2.1 
2.2 
23 

2.4 
2.5 

2 6 
27 
28 
2.9 
3.0 

3.1 
32 
33 
3.4 
3.5 

3.6 
3.7 
3.9 



4.1 



8ес-2 



1.315 

1 335 

1.356 

1.377 

1.3 

1.421 

1.444 

1.468 

14 

1.518 

1.544 

1.571 
1.5 
1.6 
1 655 
1.€ 

1.716 
1.748 
1.781 
1 815 
1.851 



ос 



8Ш0 



1.4 

1.460 
14 
1 519 
1.550 
1.581 

1 614 
1.947 
1.682 
1.718 

1 755 

1.793 
1.832 
1873 
1915 
1.958 

2 003 
2050 
2С 
2.148 
2.200 

2 253 

+ 00 



*§в 



+0.223 

+0.177 
+0.130 
+0.082 
+0.033 
-0.016 

-0067 
-0119 
-0.172 
-0.226 
-0.282 

-0.338 

-о.а 

-0.456 
-0.517 
-0 579 

-0.643 
-0.708 
-0.775 
-0.844 
-0.915 

-0.988 

— 00 



Р1^ 



Зд'Ьсь е^ = ^Ш"*^ величина сжимающей силы, I — ^полу- 

пролетъ, Е модуль упругости, ^ моментъ инерцш относи- 
тельно оси, дерендикулярной къ плоскости изгиба. 

При зад-Ьланныхъ концахъ продольная сила Р, удовле- 
творяющая условш 6 = 7г, т. е,, 

,Е^ 



Р=^' 



1^ 



должна рассматриваться какъ критическая, такъ какъ она 
обращаетъ въоовыражешя для стр'Ьлы е и моментовъ М^ и 
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М^, указывая въ то же время на пред'Ьлы прим-Ьнимости 
нашихъ формулъ. 

§ 12. Пов%рка прочности. 

Предположимъ, что на брусъ дЬйствуетъ столь сложная 
нагрузка, что признано слишкомъ м'Ьшкотнымъ выполнять 
дсЬ интегрироватя, указыкаемыя настоящей главою, и ре- 
шено удовлетвориться неравенствами. 

рп 

Тогда надо вычислить 6^ = ^^ и произвести 1-ю н 2-ю 

пров^Ьрки § 15-го главы 1-й на одну продольную силу. 
ЗагЬмъ надо, вычисливъ Н^ и N^, произвести пров-Ьрку Ш. 
изгибъ одними поперечными силами. Посл-Ь сего надо по- 
смотр-Ьть не окажется-ли какой-либо изъ изгибающихъ мо* 
ментовъ М^ и М^ отъ совм-Ьстнаго дМствш продольной и 
поперечныхъ силъ слишкомъ великъ, т. е* не вызоветъ-ли 
онъ напряжешя выше допускаемаго. 

Такъ какъ мы р^Ьпшли не тратить времени на точное ихъ 
вычислете, то можемъ для высшихъ пред'Ьловъ этихъ ве* 
личцнъ взять неравенства: 

^^<^о^» (3») 

и 

числ. знач. [ж;,] <Е^^{о)--^N,, . . (46) 

гд'Ь ^7^ и -ру- даются соотв-Ьтственно значешемъ &^ особою 

таблицею. Пров'Ьривъ прочность, мы можемъ найти и выс- 
ппй пред'Ьлъ стр'Ьлы прогиба, пользуясь неравенствомъ 

е<8ес-|-/; ...... (36) 

При сколько-нибудь значительномъ значенш величины в^ 
неравенства для изгибаюш;ихъ моментовъ даютъ слишкомъ 
широте пред-Ьлы для нихъ и потому пользоваше ими пове- 
детъ къ излишнему запасу прочности. 
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Глава VI. . 

Изгибъ раетянутаго бруса еъ зад'Ьланными 
концами произвольной нагрузкой. 

§ 1. Переходъ отъ сжат1я къ растяжен1Ю. 

Чтобы перейти отъ случая сжатой балки къ растянутой 
достаточно изм'Ьнить явно знакъ у продольной силы Р, т. е. 
написать — Р вм'Ьсто Р; при этомъ надо изменить знакъ и 

Р Р7' 

<у а?^^—. и у в' = -=^- т. е. въ формулы сжат1Я подставить 

— -а^ и — 6^ вместо а^ и 6', не смущаясь т^Ьмъ обстоятелъ- 
-ствомъ, что вещественныя положительныя количества айв 
'придется изм^Ьнить въ чисто мнимыя %а и гв, гд^Ь 1 = |/— 1. 

Въ упомянтой выше стать* „Объ одной задач-Ь строи- 
тельной Механики" (Изв. Собр. Инж. П. С. 1903 г., № 10, 
11, 12) мы не удовольствовались этимъ, а для большей уб-Ь- 
-дительности въ правильности такой замены вс'Ь формулы 
вывели также непосредственно, интегрируя дифференщаль- 
ное уравнеше, относяп1;ееся спепдально къ растяженш. По- 
вторять зд'Ьсь этотъ двойной путь «будетъ излишне. 

При зам'Ьн'Ь е на гЬ произойдутъ такхя перемЬны: 

в' 6* 6' 

обратится въ 

• 8тге = г (е+^+^+^-Н. .) = 4(в«-е-')=г8шЬв. 

Точно также тригонометричесшя функцш 
и . е« е* е« 

С08в = 1-2! + 4Г""б!"+ • • • • 

8есе = 1+5 + с^9* + ^б' + 
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обратятся въ гш1ерболичес1йя 

С08г6=1+^ + ^ + ^+ . . .=|(еЧе-') = С08Ь6 

Въ выражешяхъ стр'Ьлъ прогибовъ, моментовъ и проч. по- 
являюпцеся множители г вездЬ сами собою сократятся съ 
таковыми же въ знаменател'Ь и останутся одни гиперболи- 
честя функцш вш Ь 6, соз Ь 6, !;§ Ь 6, и вес Ь 6, выражешя ко- 
торыхъ чрезъ показательныя или въ вид-Ь рядовъ видны 
изъ только-что выписанныхъ формулъ, стоитъ только со- 
кратить об^Ь части н^Ькоторыхъ изъ нихъ на г. 

Не безполезно, думается, будетъ напомнить зд-Ьсь н^Ько- 
торыя свойства этихъ функцШ. Непосредственно изъ опре- 
д'ЬлеШя этихъ функцШ, т. е. выражешя ихъ чрезъ показа- 
тельныя функщи или изъ выражешя ихъ въ вид'Ь рядовъ 
сл-Ьдуетъ: 

81ПЬ0 = 0, *§Ь0 = 0, СО8Ь0 = 1, 8есЬ0=1, 
Геи! Ь 61 ^ Г*«Ьв1 

пред. [-т-1^ = 1> пред. [ ^1 ^ = 1. 
1§ Ь сх) = 1, вес Ь оо 1= О, 



Г81пЬе"| ГсозЬб! 



:00 



при любомъ ц'Ьломъ конечномъ й, 

ВШЬ (а I!: р) =: ЗШЬ а СОвЬ Р !*: СОЗЬ а ЗШЬ р, 
СрзЬ (а гЬ р) = СОзЬ. а СОзЬ р :±: ЗШЬ а ЗШЬ Р, 

1 — созЬв =—2 зшЬ' -^, зшЬе = 2 зшЪ 2- созЬ'2 > 
И сл^Ьдствхе двухъ послъднихъ — ^45x6"" ^ ^э" ' 

2 
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ЗагЬмъ дифференщалы: 

й81пье = со8ье йб, йсозье^зшЬб йб, 

Одною частью этихъ формулъ намъ придется пользоваться 
въ ближайшихъ параграфахъ, другую часть мы напоми- 
наёмъ т-Ьмъ изъ читателей, которые пойселали бы прим^Ьнить 
обпця формулы къ частнымъ, неразсмотр'Ьннымъ нами, при- 
м-Ьрамъ. Для ближайшаго знакомства со свойствами гипер- 
болическихъ фунКщй можно обратиться къ прекрасным!) 
ТаМп (1ег НуретЬеМипсМопеп уоп Вг. Л^. Ы^ох^вк!. ВегИп. 
1890. 

Могутъ понадобиться какъ въ нашей стать-Ь, такъ и въ 
разныхъ другихъ вопросахъ сложнаго сопротивлешя изгибу 
и растяжен1Ю, н'Ькоторыя неравенства между гиперболи- 
ческими функц1ями и ихъ аргументами или постоянными 
числами. 

Непосредственно изъ разложетй въ ряды явствуетъ, что 

С08Ье>1;8есЬе = ^^3<1- 

Оттуда же сл'Ьдуетъ, что зшЬб м^няетъ знакъ вм'Ьст^Ь 
съ 6 и что 

Числ. знач. (81пЬ6) > числ. знач. (6). 

Пользуясь этимъ свойствомъ, можно показать, что дру- 
гая нечетная гиперболическая функщя 1;§Ь6 обладаетъ какъ 
разъ обратнымъ свойствомъ: 

Числ. знач. (1)^11 6) < числ. знач. (6). 

Непосредственно изъ разложейхя въ рядъ этого не видно, 
такъ что доказывать надо иначе. Разсмотримъ функцш 

-^у-, про которую знаемъ, что при б = о она обращается въ 

единицу и что она четная. Наше неравенство будетъ дока- 

+•0* 11 А 

зано, если покажемъ, что -^ — < 1 при 6 > о, а для 
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'^того посл'Ьдняго надо показать только, что ^ ^ есть функ- 

щя убывающая, т. е. что ея производная отрицательна. Со- 
ставляя эту производную, имЬемъ 

/%ьеу_ е— 81пьесо8ье _ 2е — 8Ц1Ь2е 
V е /~" 0>со8ьч "^ 2в«со811»е '^^ ■ 

на основаши неравенства: зш Ь в > 6. . 

Итакъ обратно: --^— есть функцхя убывающая, а такъ 

какъ при в = о она раща 1, то .при в > о она < 1, а потому 
18Ьв<в. Это доказано для положительныхъ в; такъ какъ 

^^^5— четная функцдя, то ^^^- будетъ ' всегда < 1, разъ в не О, 

д отсюда и сл-Ьдуетъ, что - * 

числ. знач. (%Ьв) < числ. знач. (6). 



§ 2. Ордината у и моментъ въ произвольной точк% М^ 

Въ выражети (31) ординатй «/. сжатой балки съ заде- 
ланными концами - \^ . 

,, = -(1-соваа:)^/^^^^|I1^I/(|)сй + /^^^1^^ 

^ам^нимь а на га и 6 на гб, тогда получимъ ординату въ 
случае изгиба съ растяжешемъ / • 

N 

^У »1пЬа<:г^е) ^^^)^^ .... (1) 

При х=^1 отсюда мы должны получить выражеше для стр-Ьлй: 
прогиба е при растяжеши. Полагая въ (1) х=1у получимъ 



, о . 'о 
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^ . Но црц ггашрболическихъ функщяхъ подобно тому какз> 
и при тригонометрическихъ 

Пользуясь этимъ щщцо переписать • въ орд^ / 

ев 
ИЛИ, внося вшЬ-^- и С0811-2 подъ знаки интеграловъ из»- 

м-Ьчая, что въ силу в.^оой •. 

созЬ "2 81пЬа(^— ?) — 81П11-2 С08Ьа(г — ?) = 8ш11а[ -2— Е ), 

окончательно въ видЬ 

I 

в = 8ес112у \ ^/{6)(К . . . (2> 

о 

;Эфо же выражен1е для « мы въ сл'Ьдующемъ параграф^^ по^ 
лучимъ другимъ бол-Ье простымъ путемъ. 

Обращаясь къ изгибающему моменту въ произвольной 
точкЬ М^, припомнимъ, что въ случа'Ь сжайя онъ быль 

о о 

Д^Ьлая въ немъ замены Р на — Р, а на га, Ь на гЬ, получимъ 
выражеще изгибающаго момента въ случае растяжешя^ а^ 
именно 

-ЕЛ{х) (3) 
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Д*лая 8д4сь х=0 и яг =7, мы получшгъ выражвнм моме»* 
товъ по середин^Ь пролета и опорнаго въ елучаЛ расто- 
жешя— выраженья, который мы въ сл'Ьдующемъ параграф-Ь 
ю^хутамъ болЬе иростымъ путемъ. 

Д-блая х = 1, получаемъ 

гд-Ь /"(?) = о (смотри глава V § б). 

Приводя къ одному анаменателю, внося зшкб и еовкб 
подъ знакъ интеграла и замечая, что въ силу в = а^ 

созЬв со8Ьа(г— 5) — 81пЬв 8шЬа(?— Е) = со8Ьа5 

получимъ опорный моментъ Ж) въ видЬ 

Для получвнья иапь М^ момента. ш> середин-Ь пролета сд-Ь- 
лаемъ а: = О, тогда второй членъ въ выраженш Ж пропадетъ 
и будемъ им^ть 



или 



ДГ = 



81пЬ0 






§ 3, €трЪла прогиба и моменты опорный и по середине пролета. 

Подставимъ 8ес/2 =8ес Ъ.-^ и 81пг'а /у — ^^^ = г 8тЬ о,{^ — ^\ 

вместо вес -2- И 81па[-2^ — $] также какъ и ^а вместо а въ 
выражеше стрелы прогиба при сжапи 



/ 



I 

8111а I 



(4-0 



б» 
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и тогда шлучимъ общее выражеще для стрелы пгрогиба въ 
случай растяясешя: . 

2 /Л 



2 

о 



I 

О 

Д-Ьлая додобныя же^ замены ВЪ выражен1и 
^' = етт / ^'^(^ сова? й?, 

О * . ■ - - : 

йолучймъ съ тою же легкостью опорный моментъ въ сЛуча-Ь 
растяжешя 

о 

Наконецъ моментъ по середине пролета 



' в1аЬ I I 



^о=й~йТ / Е7тсо8а{1-\)сК-ЫП0) 



О 

превратится въ 



Е^^(^) со811а(^-5)йе — ЕЛ(0) . (б) 



о 

что мы уже получили въ предыдущёмъ параграф* другимъ 
путемъ. 

§ 4. Сравнен1е съ соответственными величинами въ отсутств1И про- 
, дольной растягивающей силы. 

Сравнимъ стр-Ьлу прогиба, въ случае р2|.стяжен1я: 



е = 8есЬ^ / /(Е) V и^. . . .(2) 



I 



2 

со стрелой прогиба въ отсутствш 11родольной силы: 
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г 



Для этого сравнен1я разсмотримъ, совершенно подобно тому 
какъ д4лали въ случае сжапя, опред'Ьленный интегралъ 
между о п.1 отъ такой разности 






I 
И, разбивъ его на два 



а%. (6) 



/ <р(е)а5= / ?($)Й5+ / 9{1)Мг 



введемъ во втором^ изъ интеграловъ новую церемонную ч 
по уравнешю: ^ . . , 

I I* 

1Г| = г — ?, откуда Й1Г1 = — й5, т1 = -2 Щ>и 5= 2-> 

Т""^ = ^(у'~'^)' 11 = при $ = ?.. 

Въ этой новой перем'Ьнной второй интегралъ перепи- 
шется 



2_ 2_ 

2 • 2 



I <р(е)йе= / ^{1-^-4)6.^1= / ср(г-?)й5. 



такъ какъ въ опредЬленномъ интеграл-Ь все равно какъ на^ 
звать перем-Ьнную. Принявъ все это во внимаше, мы пере- 
пшпемъ нашъ интегралъ въ вид'Ь: 

• 'Л • ■ ■ • • , ■ . -• •■ ■ . 

I 2 ' 

у ср(е)й.$= /[<р(?)+?(г-5]й1. 

о о 

Но .: . . . :: 



ы 



«р(г-?)=Я^-1) 



^!=^#=^+(1-о! 



Такцмъ обрааомъ исходный интегралъ (в) будезгь 



о 

л 

2 



I 

/ 



8111Ь( 



^«{^^"-^-(4-0 



Й5 = 



/ 



(„-„^,) :11*:4-(4_,) „ 



Если подчинить /* <6) тому же условш, какъ ото делали при 
подобномъ же сравнеши е и /" въ случа* сжатхк, а именно: 

для 0<6< 2-> то оба множителя подъ интеграломъ положи- 
тельны, а потому 

о о 

Принимая во внимате этотъ результатъ и сравнивая в 
съ / безъ всякаго труда зам-Ьтимъ, что 

е>8есЬу . /* 

Присоединяя къ этому неравенству очевидное а рпоп е < /, 
будемъ имйть для сужден1Я объ е неравви<5тва 

/•>е>8есЬ|./ . . .... (7) 

Въ случа* сжат1я знаки неравенствъ какъ разъ обратные: 

/<8<8ес^. Л ; 
первое изъ коихъ тоже очевидное по самому смыслу. 
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Обращаясь къ сравненгю опорного момецта въ присутствхи 
растягивающ^ силы . . 






^ 

-Б//(?)со811аЫ5 



съ опорнымъ моментомъ отъ одйихъ поперечйыХ'Ь тзил'ь 

г 



я,= '/ 



мы будемъ исходить изъ' нерйвенствъ 

1«508Ьа{<ооя11а^ 

гдЬ 5 < I, им'Ьющихъ м-Ьсто потому, что созЬ? есть возра- 
стающая функция отъ 9- 

Если /'(?) сохраняетъ знакъ между о и /, то изъ эгвгь 
неравенотвъ сл-Ьдуетъ 

/ Е^|{%)й^< I ^Вс7•/(5)со8Ьаи$< / Е^п^)оов11а^а^ 



о 



Раздъляя на положительную величину — |— > получнмъ 

окончагельно неравенство между интересующими насъ вели- 
чинами въ видЬ: 

Намъ остается еще написать неравенство, которымъ удовле- 
творитъ момейтъ М^ по средин-Ь пролета, равный 



о 

I 



М,^:^^Т [ Е^^{\)сов}xа^-^^ 



о 

Замечая, что 



8в 

-■'•■•; . ' . • . ■ . . • ■ • 

О 

и ЧТО . / 

1 <Г С08 Ь а (1-Х) < С08 Ь а г , * 

легко цолучи^лъ неравенства 

г 



81пЬ6 



которыя можно переписать въ вид*: . 



8тЬ6' 



а приняв'Ь еще во вниманхе, что въ громадномъ большинств'Ь 
случаевъ М^ и. N^ отрицательны, крон* того и въ вид-Ь: 



§ б, Н%которыя таблицы. \ 

Для пользован1Я неравенствами предыдущаго параграфа 
нужно им*ть значетя функцШ вес Ь ^^, -^[^^ > "Гьё" ^'^^ 
значешй в* отъ О до 4,1, для которыхъ вычислены и друпя 
функцш настоящей статьи. 

' Для малыхъ значетй 6^ вычислять лучше посредствомъ^ 
рядовъ: • 

8ес11^=1 — ~ + зщв* — . :..=г1 — 0,126 е» + 0,013в*, . . . 

*^в=^+|-Й^* + = 1+0,333 6^-0,02226^+.... 

Для значешй 6^ большихъ и равныхъ 1 М1адо вычислить зна- 
четя этихъ функщй непосредственно по таблицамъ гипер- 
болическихъ функцхй. Вотъ результаты этих'^ вычислеН1й. 
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Таблица значенМ функц1й: 



в» 




е 







2 


8тЬ9 


*дЬ9 





1 


1 


1 


0.1 


0.988 


0.984 


1.033 


0.2 


0.976 


0.968 


1Ю66 


0.3 


0.964 


0.952 


> 1.098 


0.4 


0.952 


0.937 


1.130 


0.6 


0.941 


0.922 


1.161 


0.6 


0.929 


0.907 


1.192 


а? 


0.918 


0.893 


1.223 


аз 


0.907 


0.879 


1.253 


0.9 


0.897 


0.866 


1.283 


1.0 


0.887 


0.851 


1.312 


1.1 


0.877 


0.838 


1.342 


1.2 


0.867 


0.825 


1.371 


1.3 


0.887 


0312 


1.400 


1.4 


ОЛ47 


0.800 


1.428 


1.5 


0.838 


0.786 


1.456 


1.6 


0.829 


0.776 


1.484 


1.7 


0.820 


0.764 


1.511 


1.8 


0.811 


0.753 


1.638 


1.9 


0.802 


0.742 


1.565 


20 


0.793 


0.731 


1.592 


2.1 


0.785 


0.720 


1.618 



9' 


^9 


(1 





^ьв 


2.0 


а793 


0.731 


1.592 


2.1 
2.2 
2.3 
2.4 
2Л 


0.786 
0.777 
0.768 
0.760 
0.768 


0.720 
а709 
0.699 
0.6« 
0.679 


1.618 
1.644 
1.670 
1.696 
1.721 


2.6 

2.7 

>2.8 

2.9 

8.0 


0.745 
0.737 
0.729 
0.722 
а716 


0.670 
0.660 
0.651 
0.642 
0.633 


1.746 
1.771 
1.795 
1.^0 
1.844 


8.1 
8.2 
8.3 
3.4 
&5 


0.708 
а701 
0.694 
0.687 
0.680 


0.624 
0.616 
0.606 
0.698 
0.590 


1.868 
.1.892 
1.916 
1.939 
1.962 


аб 
а7 

3.9 


0.674 
0.667 
0.661 
0.654 
0.648 


0.582 
0.574 
ОЛвб 
0.659 
0.563 


1.985 
2.007 
2.0» 
2.052 
ЯД>74 


4.1 


0.642 


0.545 


2.096 


со 








оо 



Числа этой таблицы показываютъ, что неравенства, свя- 
зываюпця М^ я М^, ставятъ этимъ величинамъ слишкомъ 
щиррще пределы и потому врядъ-ли могутъ представить 
црактичесщй интересъ. 

Глава УП. 

Сплошная нагрузка и сосредоточенный грузт^ 
какъ частные случаи произвольной нагрузки.; 

§ 1. Сжале и сплошная нагрузка. 

Припомнимъ, что фуншця Е/ Да:)-выражаетъ изгибаю- 
щШ моментъ отъ однихъ поперечныхъ силъ, который дМ- 
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ствовалъ бы въ балк'Ь, свободно лежащей на двухъ опо- 
рахъ. Въ случа'Ь сплошной нагрузки этотъ моментъ есть 

^^^ — -^ такъ что 

т=^ТЕ7^^'-^) <1) 

Подставляя вас^^сто /" (х) его вьфажеше (1) въ обЩ1Я 
формулы главы У, мы получимъ изъ нихъ формулы главы 
X относяпцяся къ сжат1ю и сплошной нагрузк*. Чтобы не 
утомлять читателя мы прод^Ьлаемъ это зд-Ьсь только, съ 
важй-Ьйшими выражетями, даюпщми стр-Ьлу прогиба и мо- 
менты опорный и по середан* пролета. 

Стрньла прогиба. Если подставить въ формулу 

I 



Е=8ес|У :/ 



/(5) ^т-^^ 

вместо /*(?) его выраженхе ^ ^Е! ^ Р^-збить интегралъ на 
сумму двухъ другихъ, то получимъ 

8 = 8ес2 • 22.^--^{^«У*81па(|-|).а(Й- 

О 

: ■ * г 

-^Уе^вша(-|--5).ай$} .... (2) 

о 

Первый изъ интеграловъ равенъ 

[со8а(|-5)]; = 0, 

а второй легко возьмется поел* двукратнаго интегрй* 
ровашя по частямъ, при чемъ конечно интегрировать бу* 
демъ тригонометрическую функщж), а дифференцировать Е* 

У'е зт а (-|- - 5 ) ай5 = [е*со8а (4 -- 5)] -у*25со8а(~ 5)^ 

от О '• 

I 



= Р С08 -^ 



,[,нЫ];_/!:^ф1.. 



= Рсов^-2Р 






такъ какъ а1 = & и такъ кавъ трейй члбнъ обращается въ 
нуль по подстановке пред^ловъ. 

Такимъ образомъ 



а1' !^^Т 



е-8ес -2-2^^0^: 



■соз-^ 



. 9 е 



ИЛИ 



гд* 



а = 



т(4Г 



е = а/* 
И / = 



'^'з'^Т „ ^__«^. 



24 ^Вс/ 



(3) 



Какъ видимъ, выражеше для стрелы прогиба отъ ,сплощной 
равномерной нагрузки получилось изъ общей формулы очень 
быстро. 

Опорный моментъ въ общемъ случа* сжатой балки съ 
заделанными концами выражается формулою 

I 



^^^Ш\ 



у ^ЕЛ'ПЦоо^сИсК 



Для получешя соответственнаго внражей1я для случая сплош- 
ной равномерной нагрузки подставимъ вместо ^Е!^/'($) его 
выражеше -|- (Р-^^^; тогда интегралъ распадется на два: 

Ж,= 5^ . -|^-{г>У*со8лЫ$-У'5' созаЫе } 

о о . 

Первый изъ интеграловъ равенъ 

Второй интегрируется по частямъ и равенъ 

г 6' 8111 аП ^ Г 2есо8дП ^ _ Г 2 8таП ^ _ 



6«8111а5У , Г 25 сов вП' [2вша^'\^ _\^^8тЬ^'^21^^со8^ 

2^3 81116 



е« 
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Подставляя въ М, и д-блая приведете подобныхъ чле- 
новъ, получилъ 

— 8 ' ±й» "' б . • . . - . (4) 

3 

Это выражеше было выведено нами въ первой глав-Ь не- 
посредственно. 

Моментъ по еередингь пролета, 

I 
' ' ' ' о 

по подстановк'Ь-|-(г^ — V) вместо ЕЛ'{^) обращается въ 
е 3 



8Шв 22 



[^«ь"»-»!-? 



Первый членъ сократится съ послЬднимъ и, мы по- 
лучимъ: 

^0- ввшв^" в» '-■»' 6 '10981пе'^ в ..1о, • е 

в в 

НТО мы уже ввд'Ьли въ глав* I. • • 

§ 2. Си1ат1е и сосредоточенный грузъ. 

Полагал въ общихъ формулахъ 

получимъ формулы изгиба сосредоточеннымъ грузомъ2$. 
Стргьла прогиба. 



81па(4-?) 



о 



= 8ес-2^ / ^ ^^ ^^^' ^^^ первое слагаемое равно 

нулю. 
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Интегрируя по частямъ, получимъ 



ДЛИ 






. в о 



-. Е1Ь*'^ ЕЛ^^^^ 2-^12 Е1' 1/1Л* ' 1 

М Ч 
что раньше было получено очень просто незайисимо отъ об- 
щихъ формулъ. 

Опорный моментъ. 



81п6 



2. 

Моментъ по серединп пролета. 

г 

' ■ о 

Йолагая 

Е^^{^) = ^{^-^) 
и разлагал на два слагаемыхъ, получимъ 



О 

- ог -. ог ~ -51«ич« гг- ?Л' - -. в[аг155^в) _ _ в* :^ 



что мы вид-Ьли и раньше въ глав^Ь I. Такимъ образомъ изъ 
обш,ихъ формулъ получаются и формулы частныхъ слу- 
чаевъ. Мы начали въ упцербъ краткости съ частныхъ слу- 
чаевъ для того, чтобы громоздкостью формулъ сразу же не 
заслонить отъ читателя сути д-Ьла. 



дг 



•. Глава УШ. 

Теоремы о с?г^я1Ь прогиба и моментахъ при 

н'Ьсколькихъ системахъ поперечныхъ силъ^ 

д'Ьйствующихъ вм'ЬстЬ съ продольной растя- 

г]^вЩющей или ожимаю1цей силой. 

^ §1. Лредподожикъ, что наща зад^^аниая двумя кон- 
цами сжатая (или, безразлично, вытянутая) балка находится 
подъ д-Ьйствхемъ н'Ьсколькихъ системъ поперечныхъ силъ. 
Каждая изъ этихъ системъ возбуждаетъ »ъ балкЬ свободно 
лежащей на двухъ опорахъ соответственный ей изгибаю- 
Щ1Й момент1»> ^57]^^ (ж), Е//а (х), . .-. Совокупность всЬхъ нагру- 
зокъ вызоветъ въ этой балк* изгибающгй моментъ ЕЛ'(х) 
равнцД сумм* изгибающихъ моментовъотд'Ьльныхъ сисггемъ 
нагрузокъ ■ ' 

Е^^{x) = Е^^А^)+^^^Л^) ^ ' . . . (1) 

Если наприм^ръ ЭТИ системы были: сплошная нагрузка 
д и сосредоточенный грузъ 2^, то 

КТГ{х) = д^+Я{1^х) 

Возьм:емъ теперь общее выражете стрелы прогиба, 
когда брусъ, заделанный двумя концами, сжимается силами Р 
и изгибается поперечной нагрузкой, изгибаюпцй моментъ ко- 
торой для бруса свободно лежащаго на двухъ опорахъ былъ 
бы Е1'/'{х). Это выражеше есть 

81па(4-"-«) • 



/ 



г = веч^ I т ^^^ ^й|. ... (2) 

о . 

Подставляя сюда вместо /" (Е) его выражете въ вид* 
суммы согласно уравнен1Я (1), разобьемъ е на столько сла- 
гаемыхъ, сколько системъ поперечныхъ силъ 
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или 



е^е, + ез+ (3) 

ГД'В 

А с 81па ( о — Ч 



есть стр'Ьла прогиба нашей балки, изгибаемой соввсбстно еъ 
.Продольною силою Р только первою системою лоперечцы^ъ 
СИЛ1), а 



есть та стр'Ьла прогиба, которая им-Ьла бы м^сто, если бы 
нашъ брусъ съ заделанными концами находился подъ д-Ьй- 
ствхемъ той же продольной силы Р совместно со второй 
системой поперечныхъ силъ. 

Такимъ образомъ стргьла прогиба отъ совокупности прд^ 
дольной союимаюгцей силы и шьсколькихъ си^^темъ попереч- 
ныхъ силъ равняется стрп>л% прогиба отъ совмтьстнаго дтй- 
ствгя продольной силы съ первой системой поперечныасъ 
силъ + стр1ъла прогиба отъ совлтстнаго дтьйствгя продоль- 
ной силы со второй системой поперечныасъ силъ + я т. д, 

Въ томъ частномъ случа'Ь, когда поперечныя силы сво- 
дятся къ сплошной нагрузк* и сосредоточенному по сере- 
дине пролета грузу, стрела прогиба будетъ 

е = е, + вз = «1/*14-ос,/;, (4) 

гд-Ь /*! и /з суть соответственнын стрелы прогибовъ въ от- 
сутствш всякой продольной силы 

'^ 24Е1 '^ 12Ш* 

а коэффищенты случайно оказываются равными другъ 
другу 

«, = «, = « = -— 3- (5) 
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Въ этомъ частномъ случа'Ь е выражается особенно просто 

^-^|Л + /;| (6.) 

§ 2. Опорный моментъ и иоиентъ по середине пролета. 

Разсмотримъ теперь вцражеше опорного момента, им^Ью- 
щаго м'Ьсто въ нашей балк'Ь съ зад'Ьланными концами въ 
ггомъ случае, если она изгибается такою системою попереч- 
ныхъ силъ, изгибающШ моментъ которыхъ въ балк'Ь на 
двухъ опорахъ 0ылъ бы >Е^ /"(ж). Если продольная сжимаю- 

щая сила есть Р и 6^ = -^ то это выражеше есть 

I 

Щ=^а/Е^^(^)соваЫ^ . . . . (7) 

О ' 

Если ЕЗ ^{Х) распадается на сумму ЕЛ'^ (5) + Д//, ($) + ...>, 
I то соответственно этому распадется и М^ на сумму 

'М^=.М,, + М^^^+ . . . . . . (8) 

гд* 

I 

О 

есть опорный моментъ отъ совокупности продольной силы и 
первой системы поперечныхъ силъ, а 

о 

есть опорный моментъ отъ совокупности продольной силы и 
второй системы поперечныхъ силъ и т. д. 

Опорный моментъ въ брусть съ задтьланними концами при 
совмгьстномъ дтъйствги продольной саюимающей силы Р съ 
птъсколькими системами поперечныхъ силъ равняется суммгь 
такихъ опорныосъ моментовъ, каэ(€дий изъ которыосъ имтьетъ 
шьсто при совмгьстномъ дтъйствги продольной силы Р съ 
одной и^зъ системъ поперечныхъ силъ. 
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Наприм'Ьръ при дМствхи продольной силы Р . совместно 
со сплошной равном-Ьриой нагрузкой и сосредоточеннымъ по 
середин^Ь пролета грузомъ опорный момснтъ 

М, = :^,N,^, + ';^,N,^,. (11) 

гд^Ь 

^^=-^{^-^-^^^.= '^'■ ■ ■ -(12) 
и 

т. е. равенъ опорному моменту отъ совм'Ьстнаго д'Ьйствхя 
сплошной нагрузки и продольной силы Р, сложенному съ 
опорнымъ моментомъ отъ совм'Ьстнаго д'Ьйствхя сосредото- 
ченнаго груза съ тою же продольною силою* Р. 

Иодобнымъ же свойствомъ обладаетъ и моментъ по се- 
редингь пролета, выражаютщйся формулою 






м 



и распадающшся на сумму 

М,=Ж„,, + ЗГ,+ (15) 

гд* 

^м = ^1п-в 1 / ^'^^■. (^) '^'«^ аа-ч)а^- Е^и (о) 

есть моментъ по середин'Ь пролета отъ совм'Ьстнаго дМ- 
СТВ1Я продольной силы съ первою системою поперечныхъ 
силъ, а 

о 

такой же моментъ отъ совм'Ьстнаго д'Ьйствхя той же про- 
дольной силы со второй системою поперечныхъ силъ. 

Наприм'Ьръ при дМств-ш продольной силы Р совм'Ьс'Гно 
со сплошной равном'Ьрной нагрузкой и сосредоточеннымъ 
по середин'Ь пролета грузомъ 2^ изгибаюпЦй моментъ. по 
середин'Ь пролета равенъ 



М =-; 

« 


Л^ 4- - Л7 


6/6 


-.1. ^.., = -'Г.' 




2У --«' 

0,2 — 2 • 
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гд'Ь 

., _ 6 / е ___ V _ 2 /2 ] 

. (17) 



аналогично тому, какъ для опорнаго момента. 

§ 3. Наложен1е деформац1й. 

Изъ выражешя для ординаты у легко получается то же 
общее свойство: 

У = У^ + У2'^ ...... (18) 

ГД'Ь г/, есть ордината при дМствхи продольной силы и одной 
изъ системъ поперечныхъ силъ; Уз — ордината при д^йствш 
другой системы поперечныхъ силъ совм'Ьстно съ тою же 
продольною и т. д. 

Такимъ образомъ деформащя бруса при дМствш про- 
дольной силы и н^сколькихъ системъ поперечныхъ' силъ 
равняется сумм^ т'Ьхъ деформащй, которыя получились бы 
отъ совм'Ьстнаго дМствхя каждой изъ системъ поперечныхъ 
силъ съ продольною силою. 

Пояснимъ эти свойства сл'Ьдующимисоображешями. Пред- 
положимъ, что буквою А мы обозначаемъ какую-либо изъ 
величинъ, характеризующихъ изгибъ даннаго стержня: опор- 
ный моментъ, стрела, ордината въ какой-либо определенной 
точкЬ или что другое въ этомъ род*, л пусть Л^, А^, А^ и 
А суть значешя этой величины при дМствхи какихъ либо 
3-хъ системъ поперечныхъ силъ и ихъ суммы; тогда въ от- 
сутств1и продольной силы мы знаемъ, что 

А^А, + А, + А, 

П^жсоединеше 4-ой системы поперечныхъ силъ выражается 
новымъ членомъ А^ въ этой сумм*. Присоединен1е продоль- 
ной силы сказывается соверпхенно иначе, а именно, какъ 
оказывается, происходитъ сл'Ьдующее: 
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Подобно тому какъ присоединеше продольной силы къ 
одной изъ системъ силъ поперечныхъ сказывается появле- 
шемъ передъ соотв'Ьтственной величиной А^ н-Ькотораго мно- 
жителя (1.у такъ и присоединеше продольной силы къ сово- 
купности всЬхъ системъ поперечныхъ силъ сказывается 
появлетемъ въ выше написанной формул* соотв'Ьтственныхъ 
множителей при каждомъ изъ ея членовъ 

а .4 = «^ .4^ + осд ^3 4- «д ^^^ . 

При этомъ А, А^ А^ А^ зависятъ только отъ поперечныхъ 
силъ, а а, а^, «2, «3 суть функцш одного Р, видъ которыхъ 
зависитъ какъ отъ того, что такое соответственная величина 
А, такъ и отъ того, какой изъ системъ силъ поперечныхъ 
этотъ множитель соотв'Ьтствуетъ, не завися совершенно отъ 
абсолютнаго значешя самихъ поперечныхъ силъ. 

Зд'Ьсь а есть коэффищентъ, на который надо помножить 
величину А у происшедшую отъ дМствхя трехъ системъ по- 
перечныхъ силъ и равную А^+ А^^- А^, при присоединеши 
къ этимъ силамъ продольной силы Р. Онъ зависитъ отъ 
отношешй между силами трехъ системъ. 
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